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APRESENTAÇÃO 


"Fundamentos de Matemática Elementar" é uma coleção em dez volumes 
elaborada com a pretensão da dar ao estudante uma visão global da Matemática, 
ao nível da escola da 2? grau- Desenvolvendo os programas em geral adotados para 
o curso coiagíal, os "Fundamentos" visam aos alunos em preparativos para exames 
vestibulares, aos universitários qua necessitam rever a Matemática Elamentar e 
também, como é óbvio, aqueles alunos de colegial mais intaressados na "rainha 
das ciências", 

No desenvolvi manto dos inúmeros capítulos dos-livros de "Fundamentos" 
procuramos seguir uma ordem lógica na apresentação de conceitos e propriedades- 
Salvo algumas exceções bem conhecidas da Matemática Elementar, as proposiçõas 
e teoremas estão sempra acompanhados das respectivas demonstrações, 

Na estruturação das séries de axercícios, buscamos sempra uma ordenação 
crescente da dif iculdade, Partímos de problemas simples e tentamos chegar a quastões 
que envolvem outros assuntos Já vistos, obrigando o estudante a uma revisão, A 
sequência do texto sugere uma dosagem para teoria e axarcícios, Os exercícios 
resolvidos* apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicação 
sobra alguma novidade que aparece, No final do volume o aluno pode encontrar 
a resposta para cada problema proposto e assim ter seu reforço positivo ou partir 
a procura do arro cometido, 

A última parte de cada volume è constituída por testes de vestibulares etá 
1,977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisão da matéria 
estudada, 

Queramos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof, Dr, Fernando 
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindível para que pudéssemos homanagear 
nesta coleção alguns dos grandes matemáticos, relatando fatos notavais de suas 
vidas e suas obras, 

Fmaimente, como há sempre uma enorme distância entre o anseio dos autores 
e o valor de sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores uma apre¬ 
ciação sobra este trabalho, notadamente os comentários críticos, os quais agra¬ 
decemos* 


Os autores 
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Augustin-Lauis Cauchy 
( 1789 - 1857 } 


Engenheiro de Napoleão era monarquista 


CAPÍTULO I 


Augustin-Louis Cauchy nasceu em Paris, logo após a queda da Basti lha. Cursou 
a Escola Politécnica, onde mais tarde foi professor, pois gostava muito de ensinar, 
e aceitou a cadeira de Monge na Academia, quando este foi demitido Ainda como 
estudante contou com o apoio de Laplace e Lag range que se interessaram por 
seu trabalho, 

Cauchy chegou a ser um dos engenheiros militares de Napoleão. Católico 
devoto e reacionário convicto, defendia vigorosamente a Ordem dos Jesuítas e 
quando Carlos X, seu rei, foi exilado, também deixou Paris, recebendo mais tarde 
o título de barão como recompensa por sua fidelidade. 

Produziu grande quantidade de livros e memórias, a maioria dedicada à 
Matemática Pura e sempre dando ênfase às demonstrações rigorosas, 

Uma de suas características marcantes era que, obtendo um novo resultado, 
logo tratava de publicá-lo, ao contrário do que fazia Gauss, Assim, contribuiu 
amplamente com suas memórias para o "Journal" da Escola Politécnica e para 
os "Compres Rendus" (Notícias) da Academia, onde se aplicou, a partir de 1814, 
em teoria das funções de variáveis complexas, da qual é um dos criadores. 

Data de 1812 seu primeiro trabalho sobre determinantes, com 84 páginas, 
passando a aplicá-los nas mais diversas situações como, por exemplo, na propaga¬ 
ção de ondas. 

Entre 1821 e 1829, publicou três obras que deram ao Calculo elementar 
o caráter que tem hoje, definindo predsameme limite, derivada e integral; os 
conceitos de funções e de limites de funções eram fundamentais, Estas obras de 
Cauchy foram desenvolvidas quase ao mesmo tempo e com idéias semelhantes 
por Bolzano, um padre tcheco, 

Cauchy está ligado a muitos teoremas sobre séries infinitas, essenciais â teoria 
das funções, e em Geometria conseguiu generalizar a fórmula poliadral de Des* 
cartes-Euler, 

Em Teoria dos Números, provou o teorema de Fermat, um dos mais difíceis 
e produto de pesquisas iniciadas pelos pitagóricos cerca de 2300 anos antes, 

Juntamente com Navier, Cauchy foi fundador da teoria matemática da 
Elasticidade etambém auxiliou o desenvolvi mento da Mecânica celeste, 

Cauchy, tanto quanto seu contemporâneo Gauss, contribuiu para quase 
todas as partes da Matemática e sua grande quantidade de obras publicadas só é 
superada por Euler, 


^j?cos 

E ÂNGULOS 


I h ARCOS DE CIRCUNFERÊNCIA 


1, Definição 

Dados dois pontos distintos A e 8 
sobre uma circunferência, esta fica divi¬ 
dida em duas partes. Cada uma dessas 
partes, que incluem A e 8, é denomi¬ 
nada arco de circunferência AB , 

Em particular, se os pontos A e B 
coincidem, eles determinam dois arcos: 
um deles é um ponto (denominado arco 
nuh) e o outro é a circunferência (de¬ 
nominado arco de uma voka). 




II, MEDIDAS DE ARCOS 


2. Se queremos comparar os "tama- 
nhos" de dois arcos ÀB e CD somos 
naturalmente levados a estabelecer um 
método que permita saber qual deles ê 
o maior ou se são iguais, Este problema 
é resolvido estabelecendo’-se um método 
para medir arcos. 




3. Medida de um arco AB em rela- 
ção a um arco unitário u (u não nulo 
e de mesmo raio que AB) è o numero 
real que exprime cjuantas vezes o arco u 
"cabe" no arco AB. Assim, na figura 
ao lado, o arco u cabe 6 vezes no arco 
AB, então a medida do arco AB è 8, 
isto é, arco AB = 6 * arco u. 

4, Unidades 

Para evitar as confusões que ocorreriam se cada um escolhesse uma unida- 
de u para medir o mesmo arco AB, limitamos as unidades de arcos a apenas 
duas: o grau e o radiano. 

Grau fsimbofo é um arco unitário iguaí a da circunferência que 
contém o arco a ser medido. 

Radiano (símbolo rad) ú um arco 
unitário cujo comprimento è igual ao raio 
da circunferência que contém o arco a 
ser medido. 

Assim, ao afirmar que um arco A§ 
mede 1 rad estagnos dizendo que "esti¬ 
cando"^ arco AB obtemos um segmen¬ 
to de reta AB cuja medida è exatamente 
o raio da circunferência. 




5. Ê evidente que uma circunferência mede 360^, porém, já não é tão facil 
dizer quantos radianos mede uma circunferência. 


Podemos chegar a uma noção intui¬ 
tiva do valor dessa medida, considerando 
a seguinte construção: 

I) Em uma circunferência de centro 
O $ raio r inscrevemos um hexágono re¬ 
gular ABCDEF. Cada lado do hexágono 
tem comprimento r: 

ÃB-B^CD- DE-ÊF=FÃ = r 
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Mj À circunferência fica dividida 
em 6 arcos de medidas iguais 

AB~BC = CD = DE = EF = "FA O' 

e, sendo o comprimento do arco sempre D 

maior que o comprimento da corda cor¬ 
respondente, todos esses arcos são maio¬ 
res que 1 rad. 

IMS Em cada um dos citados arcos “cabe" 1 rad: 

/"“> r> 

AB' - BC - CD' = DE 1 = EF' - FA' - 1 rad 
e ainda sobra uma fração de rad. 

IV) O radiano “cabe" 6 vezes na circunferência e mais a soma dessas "sobras". 
Mais precisamente demonstra-se que a circunferência mede 6,283584... rad (nu¬ 
mero batizado com o nome de 2rr). 

Tendo em vista estas considerações, podemos estabelecer a seguinte corres¬ 
pondência para conversão de unidades: 

360° <-> 2ir rad 

180" *—* rrrad 






CA Exprimir em graus; 



ChS Converter a graus o arco 1 rad. 


Solução 

3,1416 rad < —180° 
1 rad * - >■ x i 

, 180^ 
lOgO X ^ 3 ^ 

1 800 000 j 31 416 

229200 57 ° 17 ' 44 " 

09 288 
x 60 


557 280 
243 120 
23 208 
x 60 


1 392 480 
135 840 
10 176 



C 9 Exprimir em radianos as medidas dos arcos a e b tais que s - b ^ 15 c e a * b - rad. 


Ch 10 Exprimir em graus as medidas dos arcos a, b e c tais que a + b + c » 13* f a + b + 2c - 

Tf TF 

- ™™ rad & a * 2b + c = — rad, 

12 9 


til ÂNGULOS DE DUAS SEMI RETAS 


fx Consideremos duas semiretas 0a e 
Db de mesma origem, distintas e não opos 
tas* 

A reta a divide o piano ab ern dois 
semi'planos opostos, 

úl i út D Ob e o' l ú* já Ob 

A reta b divide o piano ab em dois 
semrpfenos opostos, 

0 I 0 D Qa e 0' 1 0'^Oa 



c r > 
Í>"V 









7, Em particular, se as semi retas Ga 
e Db coincidam dizemos que elas deter 
minam dois ângulos: um ângulo nulo e 
um ângulo de uma volta, 

No caso particular das semfretas Oa 
e Ob serem opostas dizemos que deter¬ 
minam dois ângulos rasos. 




IV. MEDIDA DE ÂNGULDS 

8 , Dado um ângulo aOb, consideremos 
uma circunferência de centro 0 e raio r 
Sejam A e 8 os pontos onde os lados do 
angulo aüb interceptam a circunferência, 

A cada arco AB corresponde desta 
maneira um Cmico ângulo central aOb 
e viceversa, Convencionando que a um 
arco unitário corresponde um ângulo cen¬ 
tral unitário, decorre que o arco AB e o 
ângulo centrai aOb correspondente pas^ 
sam a ter a mesma medida. 
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Assim, por exemplo, Temos: 

] ?} ângulo de 1° è um ângulo centrai correspondente a um arco de 1 , isto é, 
è um ângulo central que determina na circunferência um arco igual a ~ desta; 

2 ?) angulo de 7 rad è um ângulo centrai correspondente a um arco de 1 rad, 
isto ê, è um ângulo central que determina na circunferência um arco cujo comprr 
mento è igual ao do raio; 

39 ) ângulo de 60 0 è um ângulo centrai correspondente a um arco de 60°; 

49 ) ângulo de x rad è um ângulo central correspondente a um arco de ir rad. 

9 h Quando queremos medir em radía^ 
nos um ângulo aOb, devemos construir 
uma circunferência de centro 0 e raio r 
e verificar quantos radísnos mede o arco 
AB, isto è, calcular o quociente entre o 
comprimento £ do arco AB pelo raio r 
da circunferência: 

a ~ ■— (o em radíanos) 
r 

Por exemplo, se o ângulo central aOb è tal que determina numa circunfe¬ 
rência de raio r = & cm um arco AB de medida K = 8 cm, então a medida 
de aOb ê: 

a - — = •§• * 1,6 rad 
r b 


Observemos que, fixado um ângulo 
central aOb de medida a rad e construí¬ 
das as circunferências de centro 0 e raios 
n, r 2 , r r > ,,„ os arcos correspondentes 
a aOb têm comprimentos í it £ 3 , £ 3 , 
tais que: 

r ] r 2 r* 






EXERCÍCIOS 



b } Sebemos que em 60 minutos oparv 
teiro pequeno percorre um ànguío de 
30°, então em 15 minutos eíe percor¬ 
re um ângulo 0C tal que: 
úl _ 30^ 

15 60 

portento a ™ 7,5* ™ 7°3G*. 

Assim, temos: 

Q ,, 60° - a - 60 ü - 7°3Ü' - 52°30'. 
cl Notemos qus em 40 minutos o pon 
teiro pequeno percorre o angulo ff 
tal que: 

ff ^ .30° 

40 60 

portanto ff - 20°. 

Assim, temos: 

$ ** 150° + ff » 1 50° + 20° - 170° 
ou ainda 

0- 180° *7- 180° - 10° sa 170°. 

C.16 Calcular o menor dos ângulos formados pelos ponteiros de um relógio que marca: 
a} 2 h 40 min; bl 5 h 56 min; cl 6 h 30 mim 


V. CICLO TRIGONOMÉTRICO 


10, Definição 

Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano ortogonal uOv. Conside¬ 
remos a circunferèncra X de centro 0 e raio r ~ 1, Notemos que o comprimento 
desta circunferência é 2rr pois r = 1, 

Vamos agora definir uma aplicação 
de IR sobre \ isto é, vamos associar a 
cada número real x um único ponto P 
da circunferência X do seguinte modo: 

1?) se x ™ 0, então P coincide 
com A; 

2?} se x > 0, então realizamos 
a partir de À um percurso de comprimen¬ 
to x, no sentido anti-horário, e marcamos 
P como ponto final do percurso. 

9-C 






3?) se x < 0, então realizamos a partir de A um percurso de compri- 
mento Ixl, no sentido horário, O ponto fina! do percurso é P, 

A circunferência X acima definida, com origem em A, é chamada ciclo ou 
circunferência trigonométrica, 

Se o ponto P está associado ao numero x dizemos que P ê a imagem de x 
no ciclo. Assim, por exemplo, temos: 




a imagem de ~ — é 





a imagem de -ff é A* 



11, Notemos que se P é a imagem do número x 0 , então P também é a imagem 
dos números: 

x 0 , x 0 + 2 t7, Xo * 4ff, x 0 + 6ff, etc, 

è também de 


x 0 - 2ff, xo ■" 4ff, x 0 - 6 tí, etc. 


Em resumo, P éa imagem dos ele¬ 
mentos do conjunto: 


{x £E IR I x =■ x 0 * 2lor, k EZ}. 



Dois números reais x, *x 0 + 2kiff (kj e x 2 - x 0 -3- 2k 2 ír (k* 6 ~Z) 

que tem a mesma imagem P no ciclo são tais que x L -x 2 ~2k7r {onde k-k 1 -k 2 ) 
e, por isso, diz-se que x t e x 2 $ao côngruos mòdub 2tt ou simplesmente, x ; e x 2 
são côngruos. 


EXERCÍCIOS 

C.17 Divide-se o ciclo em 12 parles iguais, utilizando-se A como um dos pomos divisores. 
Determinar os x íx E [o, 2ff{) cujas imagens são os pontos divisores. 

Solução 

-j 

Notando que cada parte mede — * 2 ff ~ 

jr ^ 

^ ^ e que P é a imagem de x quando 

AP - x, podemos construir a tabela 
abaixo: 


imagem de x 

A 

pj 

Pa 

8 

p 3 

p« 

A' 

Ps 

p* 

B' 

P? 

Ps 

X 

0 

n 

6 

?r 

3 

77 

2 

277 

3 

5 ff 

6 

ff 

7 ff 

6 

4 ff 

3 ' 

1 _ 

377 

2 

1 _ 

577 

3 

1 ITT 

6 



C,18 Divide-se o ciclo em S partes iguais, utHizando^e A como um dos pontos divisores. De¬ 
terminar o conjunto dos x íx E {o, 2fflí cujas imagens são os pontos divisores. 
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C,19 


Indicar no ciclo a imagem da cada um doa seguintes números: 



Marcamos, a partir da A, um pereur- 

5 

$o AP igual a ■=- do ciclo, no sentido 

o 

horário. 

cí 11TT * n + IOtt 

Como llíí - 7í é múltiplo da 2 ít, 
entfo 117T a 7T têm a mesma ima¬ 
gem (A*), 

dí -3 ít s 7T - Alt 

Como í-3rrí - ti ê múltiplo da 2 tt, 
■ «mão “3 tt a n têm a mfcsma ima¬ 
gem (A'i. 


•'-T-f*™-!—” 

, , 26rr Ti . 

Assim, —a -g" tam a mesma 

imagem P que á obtida marcando 
/*% 1 

um percurso AP Igual a ^ do ciclo, 
no samido anti-horário* 


^ l? 77 jjj£ 24ff 4 

6“ *" 6 6 “ 6 

j. . 19?r 57T „ 

Assim, —— a — tam a mesma 
o o 

imagem* Como * ■yy * ^ 7r, ‘ a 

imagem procurada é a extremidade 

^“V. 5 

do percurso AP igual a — do 
eido mádido n o sentido emi-horário* 
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C*2Q Indicar no eido as imagens dos seguintes n Cl mar os reais 1 . 

13 n ISff I7ff 3l£ 

6 f 2 f 4 B 4 ' 


Zi 

8 ' 


C.21 Representar, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos da números: 

E * {x e B I X - i + k*r, k £*} 

F«{xEfRlx^k“, IcEz} 

Solução r4 v 

ar 

x - y + kíT 

k =* 0 '"'3' x = ™ (imagem: Bi 

3íF 

k «s 1 — x = — (imagem: B') 

5ít 

k - 2 !■ x * (repetição: Bi 

O conjunto E tam como imagem os pomos B a S r do ciclo* 

l «■ 

X * k ' 2 

k s 0 :■ x s 0 (imagem: Aí 

71 

k s 1 d. !■■ "" ■■■> x ^ y (imagem: Bi 

k * 2 =* x 7T íimagem: A f ) 

k - 3 x as «—■ (imagem: B f Í 

k - 4 ==* x « 2?r (repetição: Ai 

O conjunto F tem como imagem os pontos A, B, A f e 8' do ciclo* 

C*22 Representar, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de números reais: 
E = {x e K 1 I X » kTT, k em} 

F = {*eiRl*=y, ke«} 

G «= {x € IR í x - -j + Sor, k£|} 

h • {* e ir I * = i + k kei} 
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CÂPÍTULOII 


Padre refugia-se na Matemática 


FUNÇÕES CIRCULARES 


Bernhard Bolzano nasceu e morreu em Praga, T Checoslováquia, e embora 
fosse padre tinha idéias contrárias às da Igreja, 

Suas descobertas matemáticas foram muito pouco reconhecidas por seus 
contemporâneos. 

Em 1817 publicou o livro "ftetn Anafytisches Beweis" (Prova puramente 
analítica!, provando através de métodos aritméticos o teorema de locação em 
Álgebra, exigindo para isso um conceito não geométrico de continuidade de uma 
curva ou função, 

Boizano, a essa época, já havia percebido tão bem a necessidade de rigor 
em Análise, que Klein o chamou "pai da aritmetização", embora tivesse menos 
influência que Cauchy com sua análise baseada em conceitos geométricos mas, 
embora os dois nunca tivessem se encontrado, suas definições de limite, derivada, 
continuidade e convergência eram bem semelhantes. 

Em uma obra póstuma de 1850, Boizano chegou a enunciar propriedades 
importantes dos conjuntos finitos a, apoiando-se nas teorias de Gatiieu, mostrou 
que existem tantos números reais entre Gel, quanto entre 0 e 2 r ou tantos em 
um segmento de reta de um centímetro quanto em um segmento de reta de dois 
centímetros. 

Parece ter percebido que a infinidade de números reais é de tipo diferente 
da infinidade de números inteiros, sendo não enumeráveis, estando mais próximo 
ds Matemática moderna do que qualquer um de seus contemporâneos. 

Em ÍG34, Boizano havia imaginado uma função contínua num intervalo e 
que não tinha derivada em nenhum ponto desse intervalo mas o exemplo dedo nã'g 
ficou conhecido em sue época, sendo todos os méritos dados a Weierstrass que se 
ocupou em redesçobrir esses resultados, depois de cinquenta anos. Conhecemos ho¬ 
je como teorema de Bolzano-Weierstrass aquele segundo o qual um conjunto limi¬ 
tado contendo infinitos elementos, pontos ou números, tem ao menos um ponto de 
acumulação, 

O mesmo aconteceu com os critérios de convergência de séries infinitas que 
levam hoje o nome de Cauchy e assim também com outros resultados, 

Há quem diga que Bolzano era "uma voz demando no deserto". 


I, NOÇÕES GERAIS 


12, Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A, Para o estudo das furv 
çoes circulares vamos associar ao ciclo quatro eixos: 


19 ) 

2?) 


3?) 

4 ?! 


eixo dos cossenos (u) 
direção: O A 

sentidp positivo; O A 
eixo dos senos ív) 
direção: 1 a f porO 
sentido positivo: de O B 

seodo B tal que Ãè ~ 

eixo das tangentes (c! 
direção: paralelo a v por A 
sentido positivo: o mesmo de h 
eixo das cotangentes {ú} 
direção: paralelo a u por B 
sentido positiva: o mesmo de a. 



d 


u 


13, Qs eixos u e v dividem a circunferência em quatro arcos: AB, BA', A f B' e 
B f A, Dado um número real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de loca li' 
zar a imagem P de x no cicb: 


x está no 1? quadrante 
x está no 2? quadrante 
x está no 3? quadrante 
x está no 4? quadrante 


p e 

AB 

=> 0 + 2kr < x < ~ + 2k?í 

p g 

BA' 

=> + 2krr < x < 7? + 2kjr 

2 

P G jfl/B' *= 

3/r 

*** n + 2kír < x < — + 2krr 

F E 


37T 

«==> ~ + 2k/r < x < 2 tt + 2k?r 
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II, FUNÇÕES PERIÓDICAS 


14. Exemplo preliminar 

Dado o número real x, sempre existem dois números inteiros consecutivos 
n e n + t tais que n < x < n * 1. Consideremos a função f que associa a 
cada real x o real x * n onde n è o maior número inteiro que não supera x. 
Temos, por exemplo: 

ffO, 0 - 0,1; f(1, li - 1,1 - 1 - 0,1; ff 2, 1) - 2,1 - 2 - 0,1; 

f(3! -3-3 = 0; ff-5) = (-5) - (-5) = 0; f(7) -7-7-0. 

De modo geral, temos: 

0 < x < 1 —* ffx) = x - 0 - x 

1 < x < 2 =* ffx) - X - 1 

2 < x < 3 => ffx) = x - 2 

etc. 

< x < 0 =» ffx) - x - Mi - x 4- 1 

-2 < x < -1 —— ffx) - x - Mi - x + 2 

-3 < x < -2 =* ffx! - x - (-3) = x + 3 

etc. 

Seu gráfico é: 


T emos: 

ffx) = ffx + 1) = ffx * 2 ! * ffx 4 3) » f(x 4 4) - ... Yx & IR 
portanto existem infinitos números p inteiros tais que ffx) = ffx + p), Vx EIR, 

15. O menor número p > 0 que satisfaz a igualdade ffx) = ffx ^p),Vx€ IR 
é o número p = 1, denominado período da função f, A função f è chamada 
função periódica porque foi possível encontrar um número p > 0 tal que 
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dando acréscimos iguais a p em x, o valor calculado para f não se altera, 
isto é, o valor de f se repete periodicamente para cada acréscimo de p à variável. 

15. Definição 

Uma função f:A“+ B é periódica se existir um número p > 0 satisfa¬ 
zendo a condição 

ffx + p) = ffx), Vx 6 A 

O menor valor de p que satisfaz a condição acima è chamado periodo de f, 

17. O gráfico da função periódica se caracteriza por apresentar um elemento 
de curva qua se repete, isto é, se quisermos desenhar toda a curva bastará cons¬ 
truirmos um carimbo onde está desenhado o tal elemento de curva e ir carimban¬ 
do, Período e o comprimento do carimbo (medido no eixo dos x). 



III, FUNÇÃO SENO 


18. Definição 

Dado um número real x t seja P sua 
imagem no ciclo. Denominamos seno de 
x fe indicamos sen x} a ordenada QP| 
do ponto P em relação ao sistema uOv. 
Denominamos função seno a função 
f: £t~* R que associa a cada real x o 
real OP* = sen x, isto è: 

ffx) - sen x. 
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19 . Propriedades 


1?) A imagem da função seno é o intervalo [-1, 1], isto é, ~T < sen x < 1 
para todo x real. 

Ê imediata a justificação pois, se P está no ciclo, sua ordenada pode variar 
apenas de -1 a +1 . 

2?) Se x é do primeiro ou segundo quadrante, então sen x é positivo. 

De fato, neste caso o ponto P está acima do eixo u e sua ordenada è po¬ 
sitiva. 

3?) Se x è do terceiro ou quarto quadrante, então sen x é negativo. 

De fato, neste caso o ponto P está abaixo do eixo u e sua ordenada 
ê negativa. 

4?) Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, então sen x é 
crescente. 

Ê imediato que, se x per corre o primeiro quadrante, então P percorre 
o arco AB e sua ordenada cresce. Fato análogo acontece no quarto quadrante. 

5?) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, então sen x è decres¬ 
cente. 

É imediato que, se x percorre o segundo quadrante, então P percorre o 
arco BA' e sua ordenada decresce. Fato análogo acontece no terceiro quadrante. 

6?) A função seno ê periódica e seu período é 2rc. 

É imediato que, se sen x ™ OP x e k £Z, então sen (x + k * 2ír) ™ ÕP\ 
pois x e x -f k * 2 tt têm a mesma imagem P no ciclo. Temos, então, para 
todo x real: 

sen x = sen íx T tc * 2rc) 

e, portanto, a função seno è periódica. Seu período 4 o menor valor positivo 
de k * 2ir, isto é, 2rr x 
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20* Gráfico 


Façamos x percorrer o intervalo [0, 2n\ e vejamos o que acontece com 
sen x. Se a imagem de x íponto P) dá uma volta completa no ciclo, no sen¬ 
tido anti-horário, a ordenada de P varia segundo a tabela; 



Fazendo um diagrama com x em abscissas e sen x em ordenadas, podemos 
construir o seguinte gráfico, denominado senóide, que nos indica como varia a 
função f{x) = sen x. 


jsen x 



Observemos que, como o domínio da função seno é IR, a senóide continua 
para a direita de 2tr e para a esquerda de 0. No retângulo em destaque está 
representado apenas um período da função. Notemos ainda que as dimensões 
desse retângulo são 2n X 2, isto é, aproximadamente 6,28 X 2. 


EXERCÍCIOS 

Determinar o período e a imagem e fazer ü gráfico de um per iodo completo das funções 
dadas do C.23ao C.42; 

C.23 f:IR-HR dada por Mx) 

Solução 

Vamos construir uma tabela em três etapas: 

1?} atribuímos vaíores a x; 

2^1 associamos a cada x o valor de sen x; 
multiplicamos sen x por -1. 
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Com esta tabela podamos obter 5 pontos do gráfico, que é simétrico de senòide em 
relação ao eixo dos x, 

É imediato que: 

imíf) - [_i, t] 
p(f> » 2ir 

0 
~1 

C.24 fJR-*iR dada por fíx) =■ 2 - sen x 
Solução 

Vamos construir uma tabela em trés etapas: 

1?) atribuímos valores a x; 

2^í associamos a cada x o valor de sen x; 

3^) multiplicamos sen x por 2. 



X 

sen x 

V 

0 



lí 

Y 



ar 



3 n 

2 



2rr 




X 

sen x 

V 

0 

0 


ar 

2" 

1 


vr 

0 


3í* 

2 



2íT 

0 



X 

sen x 

y 

0 

0 

0 

ir 

2 

1 

2 

Ti 

0 

0 

3ar 

2 

-1 

“2 

2n 

0 

0 


Com esta tabela podemos obter 5 pontos do grafico, que deve apresentar para cada 
x uma ordenada v que è o dobro da ordenada correspondente da senòide. 

É imediato que: 



'35 f: IR R dada por fíx) ^ -2 * sen x. 

,26 f;|R^lR dada por fíx) - Isenxl 

Solução 

Recordemos inicialmente que para um dado numero real a, temos: 

3^0 1 . > I a 1 = a 

a < 0 |g j =r - a 

Apücando esta definição, temos: 

sen x 0 '" . v . v . v ;; ^~x Isen x 1 =. sen x 

(quando semt > 0 t o$ gráficos v - Isen xl e y - sen x coincidem) 
sen x ‘sO l$gn x I ™ ~ sen x 

(quando sen x < 0, o$ gráficos y * Ésen xl e y - $en x são simétricos em relação 
ao eixo dos xf, 



27 f:R “MR dada por fíx} * Í3 * sen x I 

28 f; IR ■■■* IR dada por f{x) * sen 2x 

Solução 

Vamos construir uma tabele em trés etapas: 

1?) atribuímos valores a t « 2x; 

2?) associamos a cada 2x o correspondente $en 2x; 

3^) calculamos x íx = ), 


2XhC 
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X 

t - 2 x 

V 

0 

0 

0 

77 

7 T 

1 

4 

2 

7 Í 

2 

JT 

0 

3 íT : 

3 tt 

-1 

4 

2 

Ll_ 

2 íT 

0 


X 

t * 2 x 

V 


0 

0 


7 T 

T 

1 


7 ? 

0 


3 TÍ 



2 


2 jr 

0 


X 

t = 2x 

V 


0 



jr 

7 



7T 



3^r 

2 



2tr 



Com base nesta tabela, podemos obter 5 pontos da curva. Notemos que o gráfico deve 

i x _ __ _i xj íiirtHft 


apresentar para cada x uma ordenada y 
que para sent completar um período ê 
necessário que t = 2x percorra o inten 
valo [0, 2ir], isto é, x percorra o inter¬ 
valo [0 f ffj. 

Assim, o período de f é: 
píf) wn~ 0 - ít 
É imediato que: 
im(f> = 1-1, l] 


que é o seno do dobro de x. Notemos ainda 

iy 



C.29 f:IR -+ SR dada por fíx) 


x 

sen 


Solução 


X 

X 

t * y 

y 


0 



1 T 

" 2 " 



ff 



3 n 

2 



2 n 



x t 


0 


7T 

2 " 


71 


X 

7 



0 


1 


0 


3íT 

2 




2 % 



0 


0 


Ê imediato que; 

IfTjffí = [-1, l] 

píf) = 475 



C.30 f;IR ~+JR dada por fíx) ^ sen 3x 
Solução 


X 

1 ^ 3 x 

y 


0 



7 Í 

2 



n 



3 tt 

2 



2 tt 





H 



















X 

t - 3x 

y 

0 

0 

0 








n 

Z 

ÍT 

0 

ÍT 

3 ff 


2 

2 


2tt 

0 



Cs3l f:JR-HR dado por f(xí = -sen^. 


C'32 f;|R-*R dada por fíxi - 3 


Éfcj=4 


















C.33 «latia por f{x) - 1 + senx. 

Solução 




Notemos que o gráfico deve apresentar para cada x uma ordenada y que è Égua* ao 
seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo de 1, entlo a sertóide 
sofre uma translação de uma unidade "pare cima", 

É imediato que: 

Imífí - lO, 2] 

píf) - 2 tí f v 



^ senóide 


C*34 f:IR-+IR dada por fíx) = -2 + sen x, 

C,36 f: IR IR dada por fíxí * H2 * s*nx, 

C,36 f; & -H=E dada por ffx) - 2 ™ sen x, 

C,37 f:IR-*IR dada por Hx) = -1 + sen 2x, 

x 

C,38 f:lR->1R dada por Hx) ~ 1 + 3 " sen y. 
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0,39 f:B P dada por fíx) - sen {x - 

SoluçSo 



Notemos que o gráfico deve apresentar pera cada x uma ordenada y que é o seno de 

7T ■ 7T 

x - Notemos que para sení completar um período ê necessário que t ■ x ™ -■■ 

percorra o intervalo fo, 22*], isto ó, x percorra o intervalo Assim, o 

período de f é: 

TF 

p(f} . — - - . 2tr 

€ imediato que: 

!mif) = [-1, ll 



1T 

C,4G f'JR IR dada por ftx) - sen íx + 

C,41 deda por Hxí * sen (2x - 

C,42 f:R~*ÉR dada por fíxí =1 + 2 + sertíy ™ ™~í. 
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C*43 Sendo a, b, c, d números reais e positivos, determinar imagem e período da função 
f:[R -> IR dada por Mxj *. a + b * sen (cx + d}. 

Solução 

Façamos cx + d = t. Quando x percorre íR, t percorre ft (pois a funçgo &fim 
t = ax + b é sobrejetora) e, em consequência, sen t percorre o mtarvato [-1 , 1], 
b * sen t percorre o intervalo [-b, b] e y * a + b * sent percorre o intervalo 
I» - b, ■ + bl que é a imagem da f. 

Para que f compíete um período é necessário qua t varie de 0 a 2 ir t então: 
t _ 0 ex + d - Q X * - 1. 


t = 2?T cx -f d = 

portanto: 

a , 2tt d, , d ■ 

p * Ax - (-1 - í —) 

c c c 


d 


C.44 Construir o gráfico de um período de função taí que 


f(x) = 1 - 2 * senf2x - 


C 45 Para que valores de m existe x tal que sen x = 2m - 5? 

Solução 

Para que exista x satisfazendo a igualdade acima devemos ter: 

-1 < 2m - 5 < 1 *=» 4 < 2m < 6 <*=!> 2 < m < 3. 

C.46 Em cada caso abaixo, para que valoras de m existe x satisfazendo a igualdade? 


a) sen x = 2 - 5m; 


b) sen x = 


ÜT^T 


IV. FUNÇÃO COSSENO 


21* Definição 

Dado um número real x, seja P 
sua imagem no cícÍOh Denominamos cgs* 
seno de x íe indicamos cosx) a abscis- 
sa Õ ?2 do ponto P em relação ao 
sistema uGv, Denominemos função 
cosseno a função f: IR ■■■■► lR que associa 
a cada real x o rea! ÕP 2 - cosx, isto 
é, fíx> cos x. 
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22. Propriedades 


*1?) A imagem da função cosseno é o intervalo [-1, }] t j st0 $ 
“1 < cosx < 1 para todo x real. 

2?) Se x é do primeiro ou quarto quadrante, então cosx é positivo. 

3?) Se x é do segundo ou terceiro quadrante, então cosx è negativo, 

4?) Se x percorre o terceiro au o quarto quadrante, então cosx é 

crescente. 

5?) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, então cos x é 

decrescente. 

6?f A função cosseno è periódica e seu período é 2 tt. 


23. Gráfico 

Façamos x percorrer o intervalo [0, 2n] e vejamos o que acontece com 
cos x. Se a imagem de x (ponto RJ dá uma volta completa no ciclo, no senti¬ 
do anti-horário, a abscissa de P varia segundo a tabela: 



decresce 


Fazendo um diagrama com x em abscissas e cos x em ordenadas, podemos 
construir o seguinte gráfico, denominado cossenôide , que nos indica como varia 
a função f(x} = cos x 



Observemos que, como o domínio da função cosseno é N3, a cossenôide 
continua para a direita de 2# e para a esquerda de 0. No retângulo em destaque 
está representado apenas um período da função. Notemos ainda que as dimensões 
desse retângulo são 2ir X 2, isto è, aproximadamente 6,28 X 2, 







exercícios 


Determinar o período e a imagem e fa^er o gráfico de um período completo 
das funções dadas do C-47 ao C-56: 

C-47 f; !R -► IR dada por ffx* - -cos x. 

C-48 f: |R IR dada por ffx) = 2 * cosx- 

0,40 í; F! -+ IR dada por fíx) - -3 * cos x- 

C-50 f: R 1R dada por fíxí - Icosxl- 

C-51 f; R -* IR dada por ftxl - cos 2x- 

C.62 f: R -+ R dada por fíx) ^ cos ^ . 

C,53 f: R -► IR dada por flx) - 1 + cos x. 

C-54 f: R ^ lR dada por fíx* - 1 + 2 - cos 3x- 

C-SS f; B -► R dada por fíx) * cosíx - ^} * 

CBS f; R ™* IR dada por fíx} = 2 * cosíx - -£■ K 

C-&7 Determinar imagem e período da função f: IR -* IR dada por 
fíx) * -1 + 2 * cosí3x - 

4 

t + 2 

C-68 Para que valores de t existe x satisfazendo a igualdade cosx » ——- ? 

o o 

C-59 Determinar o sinal da expressão y * sen 107 + cos 107 - 
Solução 

Examinando o ciclo, notamos qua: 

Isen 135° I - lco$ 13ô°l 
e 

90° < x < 135° => [sen xl > Icos xl. 

Como sen 107° > G, cos 107° <0 
e Uen 107°l > lcos107°l, decorre: 
ssn 107° + cos 107* > 0, 
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C,60 Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressões? 

yj = sen 45° «f cos 45* 

y- = sen 226° + cos 22S* 

77T 7íT 

y* u, se n — + cos — 

rj 4 4 

V 4 - sen 300° + cos 300° 

C.61 Esboçar o gréfico da função f: IR -> B tal que f (xí = sen x + cos x, 

Solução 

Notemos que para cada x esta função associa um y que é s soma do sano com 
o cosseno de x. Vamos, então, colocar num diagrama a senóide a a cossenótde 
e, para cada x« somemos as ordenadas dos pontos encontrados em cada cur- 


Veremos mais adiante que: 
Imtf) - [- \Í2, \Í2] 

píf! ==■ 2 tí , 


/pO SOtK \ \ 

aí \ v 


C,62 Esboçar o gráfico de um período da função f: IR“* R díKÍa por fíx) = cos x ^sen x. 


C*63 Provar que se 0 <! x < ^ então sen x + cos x > 1. 
StígestSo: ciclo trigo nométrico. 


V, FUNÇÃO TANGENTE 


24 Definição 

Dado um número real x, 

X # 1 + kTT, 

2 

seja P sua i mag em no ciclo. Conside¬ 
remos a reta OP e seja T sua ínter- 
secção com o eixo da$ tangentes- De- 
nominamos tangente de x (e indicamos 
tg x) a medida algébrica do segmento ÃÍ. 
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Denominamos função tangente a função f: D R que associa a cada real 
x, x # ^ + kn t o real AT - tg x, isto é, f(x) = tgx. 

Notemos que, para x *» * ktr, P está em B ou B # e, então, a 

reta OP fica paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto 
T, a tg x não é definida, 

25. Propriedades 

1?} O domínio da função tangente ê D ^ {x E IR 1 x ^ y f k 7 r}. 

2?) A imagem da função tangente é IR, isto é, para todo y real existe 

um x real tal que tg x = y. 

De fato, dado y E IR, consideremos sobre o eixo das tangentes o ponto 
T tal que AT “ y. Construindo a reta OT, observamos que ela intercepta 
o ciclo em dois pontos P e P', imagens dos reais x cuja tangente é y. 

Se x é do primeiro og terceiro quadrante, então tg x é positiva. 
De fato, neste caso o ponto T está acima de A e ÃT é positiva 
4?) Se x é do segundo ou quarto quadrante, então tg x é negativa. 

De fato, neste caso o ponto T está abaixo de A e ÃT é negativa. 

5?} Se x percorre qualquer um 
dos quatro quadrantes, então tgx é 
crescente. 

Provemos, por exemplo, quando 
x percorre q 1? quadrante. Dados x 3 e 
com X] < x^, temos e, 

por propriedade de Geometria Piana, 
vem ÃTj < ATa, Isto é; tg Xi < tg x a . 

6?j A função tangente é periódica e seu periodo é ir. 

De fato, se tg x = AT e k £Z, então tgíx t k?0 AT pois x a 

x + krr têm i mage m PeP' cbmcidentes ou diametralmente opostas no ciclo 

e, assím, OP = OP, portanto, OP fl c = OP' n c. 

7t 

Temos, então, para todo x real e x ^ ^ + km 
tg x =* tgíx * kír! 

e a função tangente é periódica. Seu período é o menor valor positivo de ksr, 
isto é, 7t. 
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25. Gráfico 


Façamos x percorrer o intervalo [0, 2?r] e vejamos o que acontece com 
tg x. Se a imagem de x íponto P} dá uma volta completa no ciclo no sentido 
anti-horário, a medida algébrica ÃT varia segundo a tabela: 



Fazendo um diagrama com x em abscissas e tgx em ordenadas, podemos 
construir o gráfico seguinte, denominado tangentóide, que nos índica a variação 
da função f|xj ^ tg x. 
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EXERCÍCIOS 


C,64 Qual é o domímo da função real f tal que fíxí = tg 2x? 

Solução 

Façamos 2x = t. Sabemos que exista tgt se, e somente se, t -=f= £ + k77 
ík GZÍ t então: 

2x # £ +■ k?T x ^ — + k — ík G^} e 
2 4 2 

Díff *{xG|RU^£ + k £, k 

C.65 Guai ê o domínio das seguintes funções reais? 

a) fíxí ^ tg 3x b) gíx) * tg(2x ™ £ k 

C.66 Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressões? 

Yl «■ tg 269° + sen 178° y 2 = tg 1|2 * (sen + cos ^ i. 


C.67 Para que valores de tf existe x tal que tg x 


C.68 Esboçar o gráfica, dar o domínio e o período da função real fíxí ^ tg tx - £} 

4 

Solução: 

Façamos x - — = t. Temos: 3 tg t =* t # — + kTl *»* x - — gfc — + krr 
4 2 4 2 

©ntãd D tf í "i {x G Fl j x + kfl\ k G z}. 

4 

Para tgt descrever um período completo devemos ter; 

-£< t <£^-i<«,JL<£^-£<x<2í 

2 2 2 4 2 4 4 


31T , n , 

então pffí **- — - G — í «* 7T. 

4 4 

Como a função associa a cada x a 

tg tx - £ I, teremos ípor analogia 

4 

com as funções já vistas) um gráfico 

que é a tangentôíde deslocada de £ 

4 

para s direita 



C.G9 Esboçar o gráfico, dar o domfnlo e o período da função real Hx) = tg (2x + 
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Vi. FUNÇÃO COTANGENTE 


27. Definição 

Dado um número real x, x =£ krr, 
seja P sua imagem no ciclo. Considere' 
mos a reta OP e seja D sua irv 
tersecção com o eixo das cotangentes. 
Denominamos eotsngente de x íe indi¬ 
camos cotg^x) a medida algébrica do 
segmento BD. Denominamos função ço- A* 
tangente a função f: D -+■ R que associa 
a cada real x, x # ktf, o real BD ™ 

^ cotg x, Isto é, fíxi - cotg x. 

Notemos que, para x = for, P 
está em A ou A' e, então, a reta OP 
fica paralela ao eixo das cotangentes. 
Como neste caso não existe o ponto 
D, a cotgx não é definida. 


23. Propriedades 

f 

1?) O domínio da função cotangeme è D = (x e IR I x krr}. 

í À imagem da função calanyente ê IR, isto è t para todo y real existe 
um x real tal que cotg x -- y. 

Se x é do primeiro ou terceiro quadrante, então cotg x è positiva. 

4?) Se x é do segundo ou quarto quadrante, então cotgx é negativa. 

5^) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, então cotg x 
é decrescente. 

8?) A função cotanyente é periódica e seu período ê rr. 

As demonstrações dessas propriedades ficam como exercício para o leitor. 
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29. Gráfico 



VN. FUNÇÃO SECANTE 


30^ Definição 

Dado um número real x, 

x sj£ — -f 

seja P sua imagem no ciclo. Considere* 
mos a reta $ tangente ao ciclo em P 
e seja S sua intersecção com o eixo 
dos cossenos. Denominamos secante de 
x (e indicamos secx) a absdssa 05 
do ponto 3. Denominamos função se- 
ç&nte a função f; D -* F qua associa 

a cada real x. x ^ — 4 ktr. q real 

_ 2 

OS ss secx, isto é, f(x) ^ secx. 



Notemos que, para x - — + k?r, 


P está em B ou ET e, então, a reta 


$ fica paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso não existe o ponto $, 
a secx não é definida. 


31. Propriedades 

1?) O domínio da função secante é D^tx^IRlx^ ^ * krr}. 

2?} A imagem da função secante é IR *■ ]-1, 1[, isto é, para todo 
real y, com y < -1 ou y > 1, existe um x real tal que secx » y. 

3?) Se x é do primeiro ou quarto quadrante, então secx é positiva. 

4?) Se x ê do segundo ou terceiro quadrante, então secx é negativa. 

5?) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, então secx é 

crescente. 

6^) Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, então sec x é 

decrescente. 

7?} A função secante é periódica e seu período è 2tt. 

As demonstrações dessas propriedades ficam como exercício para o leitor. 
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36, Gráfico 


VIII. FUNÇÃO COSSECANTE 


33. Definição 


Dado um número real x, x ¥= k?r, 
seja P sua imagem no ciclo, Conside¬ 
remos a reta s tangente ao ciclo em 
P e seja C sua interseeção com o eixo 
dos senos. Denominamos cossecante de 
x (e indicamos por cossecx} a ordenada 
GC do ponto C. Denominamos função 
cossecante a função f: D -► IR que 
associa a cada real x, x ¥=■ kn f o 
real OC = cossecx, isto é, f(x} ™ 
™ cossec x. 

Notemos que, para x ~ kir, P 
está em A ou A' e, então, a reta s 
fica paralela ao eixo dos senos. Como 
neste caso não existe o ponto C, a 
cossec x não é definida. 




34. Propriedades 

1?) O dorrTínio da função cossecante é D = {x E IR I x ^ k?r}. 

2 A imagem da função cossecante é R “ ]-1, 1[, isto é r para todo 

real y, com y < -1 ou y > 1, existe um x real tal que cossecx «« y, 

3?) Se x é do primeiro ou segundo quadrante, então cossecx é positiva. 

4*?} Se x é do terceiro ou quarto quadrante, então cossecx é negativa. 

6?) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, então cossec x 

é crescente, 

6?) Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, então cossec x 
é decrescente, 

7?} A função cossecante é periódica e seu período è 2*r. 

As demonstrações dessas propriedades ficam como exercício para o leitor. 


EXERCÍCIOS 


C,7Ü Determinar domínio e período das seguintes funções reais: 


fíxl - cotg íx - — I, gíx) - sec 2x r Mx) = cossec íx + — 
3 *1 


C*71 Em cada caso determinar o conjunto ao qual m deve pertencer da modo que 
exista x satisfazendo a Igualdade; 

a) cotg x ™ 

b) sac x - 3m - 2 

l 2m - 1 

c cossec x * —. 

1 - 3m 


uiínsrnufíar u wiMf 




nvywir filHrf 




y 4 * cos91° ■+ cossec91° 
y^ - sen 107° + sec 107 
Y 3 - sec ^ * íig 


8 


?7T . . ÍT 

—- * cotg 
0 7 
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CONOUÇAO 00 CALOR : NOVA TEORIA 


Jean Baptiste Joseph Fourier nasceu em Auxerre, em 1768, Órfão aos 8 anos, 
Fourier foi colocado no Colégio MNttar, dirigido pelos beneditinos, 

Aos 12 anos, Fourier começou a mostrar parte do seu talento, redigindo ser¬ 
mões para sacerdotes de várias cidades. Dois anos mais tarde iniciou seus estudos de 
Matemática, conseguindo grande destaque* Considerado menino-prodígio, foi convi¬ 
dado a ingressar na ordem dos beneditinos mas, antes de ordenar se, chegou a Revo¬ 
lução de 1789, 

Fouríer que sempre desejara ser militar, aderiu com entusiasmo â causa da 
Revolução, Com a criação da Escola Normal e da Escola Politécnica, das quais foí 
conferencista, Fourier começou a desenvolver os trabalhos que o imortalizaram co¬ 
mo matemático. Data dessa época sua teoria para calcular raizes irracionais das 
equações algébricas, cujo estudo Newton iniciara. 

Tendo acompanhado Napoleso no Egi¬ 
to, Fourier desenvolveu aü estudos de arqueo¬ 
logia, tornando-se especialista em egiptologia, 
Fourier trabalhou nesse época como enge¬ 
nheiro, dirigindo uma fábrica de armamen¬ 
tos do exército francês no Egito, 

Voltando a França em 1812, Fourier 
desenvolveu, na sus obra "Memorial", uma 
teoria sobre a condução do calor, tornando 
'$e precursor da Física-Matemática, Neste últi¬ 
mo estudo, o matemático francês foi levado a 
criar um novo tipo de desenvolvimento em sé¬ 
rie, diferente do método de Tayfor por em¬ 
pregar funções periódicas em vez de potên¬ 
cias, e que recebeu seu nome, 

Jean B* J* Fourier Em 1830, morreu Fourier> vítima de 

(1768 - 1830} um aneurisma cerebral 



CAPÍTULO III 


RELAÇÕES 

FUNDAMENTAIS 


L IIMTROOUÇÃO 

Para cada x $=> y definimos sen x, cos x, tg x, cotg x, seç x e cossec x> 

Vamos mostrar agora que esses seis números guardam entre si certas relações 
denominadas relações fundamentais. Mais ainda, mostraremos que a partir de 
um deles sempre é possível calcular os outros cinco. 


li. RELAÇÕES FUNOAMENTAIS 

38, Teorema 

Para todo x real vaie a relação: 


Demonstração 

a) Se x ^ ~ , a imagem de 

x é distinta de A, B, A 1 e B', então 
existe o triângulo GP 2 P retângulo, 
portanto; 

IÕP 2 I 2 + IP^Pl 2 - iõpP 

e eos 2 x + sen 2 x ^ 1 
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Para todo x real, x =gfc ~ + kír, vale a relação: 



Demonstração 


a) Se x # kTr, a imagem de x é 
distinta de Â, B, A' e B\ então ternos: 

AO AT - AOP 2 P 


[ATI 

lOAi 

Itgxl 


1^1 

lOPjl 

J sen x I 



Utilizando o quadro de sinais ao 
lado, observamos que o sinal da tg x 

é igual ao do quociente {2) 

cos x x 

De (7) e (2) decorre a tese 
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39, Teorema 



Demonstração 




bi Se x - Ktt, temos sec x - 1 ™ cos x (k par) ou sec x » -1 ~ cos x 
(k ímpar). 
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40. Teorema 
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41, Corolário 


jfif 

Psra todo x real, x # — , vaiem as relações; 


cotg x a 

1 

tgx 

tg 2 x 4 1 

“ sec 2 x 

1 * òotg 2 

x * eossec 1 x 


1 

cos* x * 

1 + tg*x •• 

$en 2 x = 

ta s x 


1 + tg 5 x 


cotg x 


Demonstração 
cos x 1 


sen x sen x 


1 

tg x 


cos x 


tg*x + ! _ »ü!5 + ! = +„<!£*! , * 


■4r“ - see 2 x 


1 + cotg 2 x « 1 + S«J* - sen ' x t C0S ' X 
serrx sen^x 


.r * cossec x 

sen 2 x 


cos 2 x 


sec*x 1 + tg a x 


sen 2 x * cqs^x * - n - i - X - - cos 2 x - tg 2 x 
cos x 




1 * tg 2 x 


tg 2 x 


tg 2 x 

1 + tg a x 


EXEncfcios 


Sabendo que sen x - — « & < x < n t calcular as demais funções circulares de 


x> 

Solução 

Notando que £ < * < *r => cos x < 0 r temos: 


i x - “Vi - sen 2 > 


/■- s-v 1 


tg x 


cotg x s 


£ 

$ 


IS x £ 3 

5 

3 

cos x 5 3 

sen x _4_ 4 

5 

1 1 5 


COS X 


1 3 

5 


:.34^Sa 


1 ^ J_ __ 5 

sen x 4 4 

h 

25 


3 ir 

CJ/*T Sabendo que cossec x « - g e tt < x < -y , calcular as demais funções drcu 
lares de x> 


C,7§^Sfibendo que tg x ~ 12 e 7T < x < y < calcular es demais funções circulares de 

x. 

Solução 

cotg x - 


1 


1 


tg x 12 12 

5 

sec x < 0, temos; 


Notando que ?r < x < 


„~vrn?;..yn. 


H 

Õ 


£ 

13 


12 5 

sen x “ tg x * cos x ™ { — ) — 


12 

13 


11 

13 


13 

12 


sti JQ Calcular cos x sabendo que cotg x - 1^/^ com m>1, 

f- m 1 


C*77 Calcular sec x sabendo que sen x 


2 ab 

a 2 + b 2 


com a b 2* 0, 
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CJ* Sabendo que sec x -- 3, calcular o valor da expressão y * $en 2 x + 2 * tg 2 x< 
Solução 

1 1 


^ i i □ 

sen x = 1 - cos x -1 - _ ^ _ 

9 9 

tg 2 x - sec 2 x - 1 - 9 - 1 ~ 8 
então 

y - sen 2 x + 2 - tg 2 x = | + 16 * ~ 

o<ií Sendo sen x ™ — e — . calcular o valor de 

3 2 


y - 


1 


i 


cossec x + cotg x cossec x - cotg x 


y J ' 04 3 tt 

Sabendo que cotg x m — e 7T <s x <* — , calcular o valor da expressão 


Y ^ 


tg x * cos x 


(1 + cos xMl * cos x) 


Solução 1 

Calculamos tg x, cos x e finaimente y: 


tg x 


1 


cotg x 


L 

24 


1 


1 «f tg^x 


tg x * cos^x 


1 * 


49 

576 


576 

625 


í X M 

24 25 


24 

25 

JL 

25 


Í1 + COS x)íl ■■' cos xí 


11 - 1* 1 1 el 


25 

7 


Solução 2 

Simplificamos y e depois calculamos o que for necessário: 

S * n * -CQSX 

sen * 1 CO»'C X - 


COS X 


1 - cos^x 
= - V1 + cotg 3 x ^ 


sen*x 


1 

gere x 


1 + 


576 

49 


25 

7 


Dado que cos x a e ™í 
y - (1 + tg 2 x} 2 + h - tg 2 x) 2 r 


x <Ü 2?r, obter o valor de 



leu lar 


Solução 


sen x 


cos,x sabendo que 3 * cos x + sen x 


Vamos resolver o sistema: 


-1, 


í® 3 cos x + sen x « -1 
£3) cos 2 x +■ sen 2 x ™ 1 


De © vemt sen x ™ -1 - 3 * cos x © 

Substituindo {jJ em © resulta: 

2 2 
cos x + M - 3 * cos x) * 1 

isto á 

2 2 
cos x + 1 + 6 * cos x -$- 9 * cos x ™ | 

ou ainda 
2 

10 * cos x + 6 * cos x ™ 0 então cos x ^ 0 ou cos x 


2 
5 1 


Substituindo cada uma dessas alternativas em (J) t encontramos: 

sen x^~1~3*0 = ~1 ou sen x = -l - 3 ij- — ) ^ Jt t 

5 5 

Assim, temos dues soluções: 

1?) cosx ~ Q e sen x ~ *1 


2*} 


e sen x 


4 

5 


^C^Í^^elculBr sen x ® cos x sabendo que 5 * sec x ™ 3 * tg 2 x * 1. 

2 2 

Ch(W Obter tg x sabendo que sen x - 5 * sen x * cos x + cos x * 3, 

CJS6 Calcular m de modo que se tenha sen x * 2m + 1 e cos x ■ 4m + 1< 
Solução 


2 2 

Como sen x + cos x * 1, resulta; 


(2m * O 2 «f Í4m * I) 2 * 1 
2Cm 2 + 12m + 1^0 = 

-12 ± 8_^ _ 1 


40 


m 


Í4m 2 + 4m + 1) + {16ro 2 + 8m + 1| * \ 

*12 ± Vl44 - 80 
40 


JL 

10 
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CJ36 Calcular m de modo que se tenha tg x ™ m - 2 e cotg x - ^ , 

1 * * I 

C.87 Determinar a de modo que se tenha cos x ^ -- e cossecx * . 

a + 1 Va +2 

C.88 Determinar uma ralação entre x e y, independente de t P soendo que 

X ™ 3 " sen t e y ™ 4 * cos X , 

Solução 

Corno sen 2 t 4 cos 2 t ::: 1 P resulta: 

í — ) 2 + (l-) 2 - 1 =* — + y~ = 1 => 16x^ + By 2 = 144 

3 4 9 16 

C,83 Determinar uma relação entre x e y p independente de t, sabendo que 

x-5"tgt e y ^ 3 * cosseç t. 

Solução 

Como cossec 2 t ~ cotg 2 t + 1 e cotgt = —— , resulta: 

tg t 

í X } 2 * (1 ) 2 + 1 =* ^ * H5 + 1 —* * V - 225 + 9x 2 =* 

3 x 9 x 2 

^ x 2 y 2 - 9x 2 a 225, 


III. IDENTIDADES 


42. Definição 

Sejam f e g duas funções de domínios D 1 e 0 2f respectivamente. 
Dizemos que f é idêntica a g, e indicamos f = g, se, e somente se, f(x) » 
= §{x} para todo x em que ambas as funções estão definidas. Colocando em 
símbolos: 


f fixi *■ g{*}/¥ x C.Dj HO* 


43. Exemplos 

1?) f; IR -► IR tal que f{x> » {x + IS 2 - (x - 1) a e 
g 1 . IR -► IR tal que gíx) ~ 4x sio idênticas pois: 

^{x! - x 2 + 2x + 1 - x 2 + 2x - 1 - 4x - gíxl, V x E IR, 


C.90 Se sen x 4 cos x » a e sen x * cos x «s b p obter orne relação entre a eb p inde- 
pendente de x. 


C.91 Dado que sen x 4 eos x ® m p calcular o valor de y 
â 6 

a sen x * cos x. 


4 

sen x 


4 

COS X 


Solução 


29) 


f: IR ■* IR ta) que f(x) = x + 1 e 
g: IR - {1}-* IR tal que g{x) ~ * ~ -- 


são idênticas pois: 


g(x) = . 1)ix = X + 1 = fíx), V x e m - {1} 

X - 1 


Como a 2 +■ b 2 = !a + b) 2 - 2ab P temos; 

y ^ tsen 2 xí 2 4 icos 2 x) 2 * ísen 2 x 4 cos 2 xÍ 2 ~ 2 * sen 2 x * cos 2 x * 

-■■■ I 2 - 2 4 Uen x 4 cos x) 2 - 1 - 2m 2 . 

Como + b 5 = ía 4 bíía 2 - ab 4 b 2 l, temos; 

% a Uen 2 x)^ 4 ícos 2 - ísen 2 x 4 cos 2 x){sen^x * sen 2 x * cos 2 x + cos^x) - 

4*22 f 

a* sen x 4 cos x - sen x * cos x *■ y - tsen x * cos xí - 
s, 1 - 2m 2 - m 2 ^ 1 - 3m 2 .. 

3 3 

C92 Sabendo que sen x + cos x ^ a {& dado), ceicuier y = sen x 4 cos x. 


3?) f; IR "4 IR tal que f(x} a $en 2 x e 

g: B ™> IR tal que g(x) * 1 - cos 2 x são idênticas pois: 

fíx) * sen 2 x ™ 1 - cos 2 x ™ gíx), V x 6 IR. 

4?) f: {x E IR I x # ^ * kír} R tal que fíx) »* sec a x - tg 2 x e 

g: IR IR tal que g(x) = 1 sao Idênticas pois: 

fíx) ^ sec a x - t$ 2 x - (1 4 tg s x) “ tg 2 x = 1 = g(x) pafa todo 

x # — ^ krc t 
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IV. DEMONSTRAÇÃD DE IDENTIDADE 


44* Para demonstrarmos uma identidade trigonométrica podemos aplicar qual¬ 
quer uma das formulas (que são também identidades) estabelecidas na teoria, 
a saber: as relações fundamentais* as formulas de redução, as de adição, as de 
multiplicação, as de divisão e as de transformação em produto, É evidente que 
na série de exercidos seguinte só podemos usar a$ relações fundamentais. 


45* Existem basicamente três processos para provar uma identidade. Conforme 
a dificuldade da demonstração escolhemos o método mais adequado entre os 
seguintes: 

1?) partimos de um dos membros {geralmente o mais complicado) da 
■identidade e o transformamos no outro. 

29) transformamos o 1? membro ff) e, separadamente, o 29 membro íg), 
chegando com ambos m mesma expressão fh). À validade deste método é 
justificada pela propriedade: 


3?) construimos a função h & f ~ g e provamos que h ^ 0. A validade 
deste método é justificada peia propriedade: 

f-flsO ^ f = g 


EXERCÍCIOS 


2 2 

C.93 Provar que fl + cotg xHl - co$ x) ^ 1 para todo x regi* x # kTT. 
Solução 

2 

fíxi - (1 + cot9 2 x)!1 - cos 3 xí ™ (1 + i * sen 1 x = 

sen*x 


2 2 
sert x + cos x 


2 

sen x ss 1 « gfx). 


1 1 

C.S4 Provar que 2 * sec x * tg x » - ■+ - para todo x real 

cossec x - 1 cossec x + t 

* # + kJT. 

2 
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CAPÍTULO IV 


REDUÇÃO 
AO 1? QUADRANTE 

Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas de x, com 
x não pertencente ao 1? quadrante, relacionando x com algum elemento do 19 
quadrante, A meta è ficar conhecendo sen x, cos x e tg x a partir de uma tabeia 
que dê as funções circulares dos reais entre Oe 


I. REDUÇÃO DO 2? AO 1? OUADRANTE 

46. Dado o número real x tal que 
n 

- < x < tt, seja P a imagem de x no 

ciclo. Seja ?* o ponto do ciclo, simétri¬ 
co de P em relação ao eixo dos senos. 

Temos: 

/'“■N ^ 

AP * PA' bs n {no sentido anti-horário) 
e, como AP 1 = PA', vem; 

AP + AP' - ff 
portanto AP' = ir - x. 

É imediato que: 

sen x = sen [ir ™ x ) 
cos x — -cos !?r - xí 
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Levando em conta as relações fundamentais, decorre; 


tg x 


sen x 
cos x 


sen - xj 

-COS ítf - x) 


-tg (tf - x) 


cotg x = -cotg ítf * x) 
sec x = -sec íjt - x) 
cossec x - cossec í?r - x) 


40. Assim, por exemplo, temos: 

sen 115° ss sen (180 & - 115°) = sen 85^ 
cos 130 fl = -cos 1180° - 130°) = -cos 50* 


2rr * , 2ir 
tg “j - “tg íít - y) ^ -tg 

4tf , / 4 tt 

cotg — = -cotg (tf - -g-) * 


ir 

3 

-cotg 


II. REDUÇÃO DO 3? AO 1? QUAORANTE 


49* Dado o número real x tal que 
77 < x < ~ , seja P a imagem de x 

no ciclo* Seja P' o ponto do cicio, si¬ 
métrico de P em relação ao centro* Te¬ 
mos; 

AP - AP' = tf íno sentido antLhorário) 

portanto AP J = x ~ tf* 

È imediato que: 

sen x - -sen íx - tf) 
cos x - -cos íx - tf) 



50* Em consequência temos; 

sen x -sen (x - tf) 
xqx - ^ QSX - _ cos | x _ ct) 


tg íx - tf) 


cotg x = cotg íx - tf) 
sec x - -sec fx - tf) 
cossec x - -cossec íx - tf) 


51* 


Assim, por exemplo,: temos; 


sen 210 - -sen (210 
cos 225° = -o® (2^6° 
4tf , 4rr ' 

tg -g = tg í -g “ íf) 


- 180°) - -sen 30° 

- 180°) * -cos 45° 


7n , 7jt it 

sec ~s- = -sec (— - ir) = -sec — 
6 6 6 


III. REOUÇÃO 00 4? AO 1? QUADRANTE 


52* Dado o número real x tal que 

— < x < 2tf, seja P a Imagem de x 

no ciclo. Seja P # o ponto do ciclo, simé¬ 
trico de P em relação ao eixo dos cos¬ 
senos* Temos; 

AP + PA = 2tf íno sentido anti-horário) 
e, como AP' = PA, em; 

AP * AP' = 2jt 



portanto AP' * 2tf - x* 

É imediato que; 

sen x = -sen (2tf - x) 
cos x - cos (2 ít - xí 


53* Em consequência temos: 

sen x -sen (2tf - x) 

X fl X = -- — —.*... 

cos x cos Í2 ít - x) 


-tg Í2?r - x) 
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sec x - 
cossec x 


/ 


cotg x - -cotg (2tf - x) 
sec x ^ sec Í2tf * x) 
cossec x - -cossec Í2tf - x) 



54. Assim, por exemplo, temos: 

sen 280° * -sen (360* - 280 
cos 340° = cos 1360* - 340* 

ii?r talo „ li* 

T = " t9 Í2ír " T 


tg 


> - -tg 


= -sen 80 
= cos 2Q C 
n 
6 


5tt 

cossec — *® “cossec Í2ff 
o 


5ff 


“Cossec 


J 


exercícios 

C.117 Redusir ao 1? quadrante: 


aí cos 178° 

, 7ff 

d) COtg — 

7 Tf 

í)í sen f- — ) 

aiff 

j) sen —r~ 

4 


bí sen 251 ü 
e) sacl924° 

hi cos {- ™ ) 

,1 oo S 21? 

o 


d tg 290* 
f) cBSsec 


237T 


.. . 3ff, 

n tg I- 7 > 


li tg 


11TT 


IV. REDUÇÃO DE [j, |] A fÜ, || 


SS. Dado o número real x tal que 

— < x < -f-, seja P a imagem de x no 
4 2 

eido. Seja P' o ponto do cicio simétrico 
de P em refoçao á bissetriz do 1? qua¬ 
drante. Temos: 


AP + P8 * 


ff 

2* 


(no sentido antHiorário) 


e, como P8-'AP', vem: 

7T Ti 

AP * AP' - ^ , então AP* - - x. 



Considerando a congruência dos triângulos OPP^ % ÜP J Py F temos: 


ÕP 2 - ÕF\ 
pçf - FTP 


sen x = cos (^ - x) 
cos x ^ sen (^ - xj 


66, Em consequência, temos: 


tgx 


sen x 
cos x 


cos 


x) 


cotg 


x) 


cotg x ^ tg (y ^ x) 

, 77 * 
sec x “ cossec {— - x} 

cossec x mk sec ~ x) 


57. Assim, por exemplo, temos: 

sen 71° - cos (90° - 71°) - cos 19° 
cos 60° - sen (90° - 60 ô ) - sen 30° 
tg 50° - cotg (90° - 60* í * cotg 40° 


ff . n 

sen — ^ cos í — 


cos 


tg 


5# 

12 

a* 

8 ! 


sen 


cotg 


1 2 

, ff 


ff , ff 

"3 - °° S 6 

5ff 


12 

3ff 


sen 


ff 

12 

ff 


2 ’ T * * COtg 8 


EXERCÍCIO 


£5*118 Reduzir 30 intervalo [O, 


aí sen 261 0 

12 

3 

5ff 


L dí sen 


g) sen 


6 


j] sen {- ^ í 


bí cos 2861 í 
2ff 
3 

7 ff 
6 


e) cos 
hí cos 


k) cos 1“ ^} 


c) Eg511° 

ti * 57r 

,f! tg — 


iJ tg 
11 tg 


11 ff 

6 

r m 
L " 3 
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V. IDENTIDADES 


Ao procurar resolver problemas de redução ao 19 quadrante estabelecemos 

igualdades notáveis. Por exemplo, mostramos que se y < x < ^ então sen x « 

“ sen (tf x) e cos x = -cos iit - xí* Vamos agora estender essas igualdades 
para todo x real. 

58. Teorema 

Para todo* x real valem as seguintes igualdades: 

1) sen x ™ sen (tf - xj e cos x = -cos (rc ~ xi 

2} sen x » -sen (x - írj e cos x =« *co$ (x - rt) 

3) sen x = -sen í2tt -x) e cos x - cos (2?r - xl 

4) sen x ~ cos (y - x) e cos x - sen {™ - x) 



Demonstração 

1) Para todo x 6 IR temos x = x 0 + 2k7r onde 0 < x 0 < 2?r a 
Assim, n - x = í# - Kt>) - 2kir o que mostra que x e íí - x têm imagens 
no ciclo simétricas em relação ao eixo dos senos. 

Em conseqüência temos: 

sen {7T — x) — sen x, V x Ei IR . 

COS (íT - XÍ - “CQ5 x, Vx^R 

2) , 3) e 4} provam-se analogamente. 
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EXERCÍCIOS 
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C.123 tMAPQFEI-74) Simplificar a expmsão: 

n ít 

sen í x ■+■ 11 íí) cot<j [ x +■ "-r™ \ 

7fT .__. ./ 

seri 2 cos iBit - x) 

0,124 ÍMAPQFEÍ-74) Simplificar a oxpr#ssâo: 

a 2 cos 180° - te - bP sen 270 Q + 2 abcosO° 
b* sen 90° 

C.126 {MAPGFEÍ~78) Fajtw o gráfico função y ~ sen í* - ™í + 2. 


VL FUNÇÕES PARES E FUNÇÕES llVIPARES 

59. Definição 

Uma função f: A B, é denominada função par se, e somente se 1 , 
ftx) m f{-x), Vx E A 

isto é r dando valores simétricos â variável, obtemos o mesmo vaior para a função. 
Exemplos 

1?) ffx) * Ixl é função par pois i-xl * Ixl, Vx E R 

2?) ffx) - x 2 é função par pois f~x) a ~ x 2 , Vx € R 

1 11 
3?} ffx) a* -jjy é função par pois * Vx E R* 


Da definição decorre que o gráfico de uma função par é simétrico em relação 
ao eixo y pois: 

(x, y) E f »■ ■■*■■■■**» f-x, y) E f . 
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60. Definição 


Uma função f:A~*8, é denominada função impar se, e somente se: 
f(“XÍ = -ffxb Vx E A 

isto é, dando valores simétricos á variável, obtemos vaiores simétricos para a 
função. 

Exemplos 


1?) ffx) - 2x é função fmpar pois 2f-x) ~ -2x, Vx E R 
2?) ffx) = x 3 é função fmpar pois í-x) 3 = -x 3 , V* ^ IR 


3?) ffx) = — é função fmpar pois 


= - Vx E R* 
x 


Da definição decorre que o gráfico de uma função impar ê simétrico em re* 
lação à origem do sistema cartesiano poís: 

fx, y) E f - ^ (~x r ~y) € f 



61. Os números x e -*x têm, no ciclo, imagens simétricas em relação ao eixo 
dos cossenos. Em consequência, temos: 

sen f-x) ™ -sen x, Vx E |R 
cos f-x) = cos x, Vx E R 

portanto, de acordo com as definições dadas, a função seno é função fmpar e a 
função cosseno ê função par. 
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TÁBUA DE VALORES DASFUNQÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Graus 

Radia rios 

Serio 

Tangente 

Cotang 

Go seno 



0° 

0,0000 

0,0000 

0,0000 


1,0000 

1,5708 

90° 

1 ú 

0,0175 

0,0175 

0,0175 

57,290 

0,9998 

1,5533 

89° 

2 o 

0,0349 

0,0349 

0,0349 

28*638 

0,9994 

1,5359 

88° 

3 o 

0,0524 

0,0523 

0,0524 

19,081 

0,9986 

1,5184 

87° 

4 o 

0,0698 

0,0898 

09699 

14,301 

0,9976 

1,5010 

86° 

5° 

0;0873 

0.0872 

0,0875 

11,430 

0,9962 

1,4835 

85° 

6° 

0,1047 

0,1045 

0,1051 

9,5144 

0,9945 

1,4661 

84° 

7 o 

0,1222 

0,1219 

0,1228 

8,1443 

0,9925 

1,4488 

83° 

8° 

0,1396 

0,1392 

0,1405 

7,1154 

0,9903 

1,4312 

82° 

9° 

0,1571 

0,1584 

0,1584 

6,3138 

0,9877 

1,4137 

81 * 

1ü ü 

0,1745 

0,1736 

0,1763 

5,6713 

0,9848 

1,3963 

80° 

11° 

0,1920 

0,1908 

0,1944 

5,1446 

0,9816 

1,3788 

79° 

12° 

0,2094 

0^2079 

0,2128 

4,7046 

0,9781 

1,3814 

78° 

13° 

0,2289 

0,2250 

0,2309 

4*3315 

0,9744 

1,3439 

1 

14° 

0,2443 

0,2419 

0,2493 

4,0108 

0,9703 

1,3265 

76* 

15° 

0,2618 

0,2588 

0,2679 

3,7321 

0,9879 

1,3090 

75° 

16° 

0,2793 

0,2756 

0,2867 

3,4874 

0,9613 

1,2915 

74° 

17° 

0,2967 

0,2924 

0,3057 

3,2709 

0,9583 

1,2741 

73° 

18° 

0,3142 

0,3090 

0,3299 

3,0777 

0,9515 

1,2566 

72° 

19° 

0,3316 

0,3256 

0,3443 

2,9042 

0,9455 

1,2392 

71° 

20° 

0,3491 

0,3420 

0,3840 

2,7475 

0,9397 

1,2217 

70° 

21° 

0,3665 

0,3584 

0,3839 

2.0051 

0,93% 

1,2043 

89° 

22° 

0,3840 

0,3746 

0,4040 

2,4751 

0,9272 

1,1868 

68° 

23° 

0,4014 

0,3907 

0,4245 

2,3559 

0,9205 

1,1694 

67° 

24° 

0,4189 

0,4067 

0,4452 

2,2460 

0,9135 

1,1519 

66° 

25° 

0,4363 

0,4226 

0,4663 

2,1445 

0,9003 

1,1345 

65° 

26° 

0,4538 

0,4384 

0,4877 

2,0503 

0,8988 

1,1170 

64° 

27° 

0,4712 

0,4540 

0,5095 

1,9626 

0,8910 

1,0996 

63° 

28° 

0,4887 

0,4695 

0,5317 

1,8807 

0,8829 

1,0821 

62° 

29° 

0,5061 

0,4648 

0,5543 

1,8040 

0,8746 

1,0647 

61° 

30 c 

0,5238 

0,5000 

0,5774 

1,7321 

0,8660 

1,0472 

60° 

31° 

0,5411 

0,5150 

0,6009 

1,6643 

0,8572 

1,0297 

59° 

32° 

0,5585 

0,5299 

0,6249 

1,6003 

0,8480 

1,0123 

58° 

33° 

0,5760 

0,5446 

0,6494 

1,5399 

0,8387 

0,9948 

57° 

34° 

0,5934 

0,5592 

0,6745 

1,48% 

0,8290 

0,9774 

58° 

35° 

0,6109 

0,5736 

0,7002 

1,4281 

0,8192 

0,9599 

55° 

36° 

0,6283 

0,5878 

0,7265 

1,3764 

0,8090 

0,9425 

54° 

37° 

0,6458 

0,6018 

0,7538 

1,3270 

0,7986 

0,9250 

53° 

38° 

0,5832 

0,6157 

0,7813 

1,2799 

0,7880 

0,9076 

52° 

39° 

0,6807 

0,6293 

0,80% 

1,2349 

0,7771 

0,8901 

51° 

40° 

0,6981 

0,6428 

0,8391 

1,1918 

0,7660 

0,8727 

50° 

41° 

0,7158 

0,8561 

0,8693 

1,1504 

0,7547 

0,8552 

49° 

42° 

0,7330 

0,6891 

0,9004 

1,1106 

0,7431 

0,8378 

48° 

43° 

0,7505 

0,6820 

0,9325 

1,0724 

0,7314 

0,8203 

47° 

44° 

0,7879 

0,6947 

0,9657 

1,0355 

0,7193 

0,8029 

46° 

45° 

0,7854 

0,7071 

1,0000 

1,0000 

0,7071 

0,7854 

46° 



Cg serio 

Cotarig. 

Tangente 

Seno 

Radia nos 

Graus 


capítulo v 

ARCOS NOTÁVEIS 


Verificaremos rio que segue que as funções circulares dos reais x - ^ . 
r? 6 M b n > 3, podem ser calcuiadas a partir de £ n , lado do polígono regular 
de n lados inscrito no ciclo. 


I. TEOREMA 


Para todo n £ m e n > 3, vale a relação 



Demonstração 


Seja AGP = AÔP' = 

n 

^ 2tt 

Como POP s —, decorre que 
n 

P'P = V 

No triângulo isóscetes P’OP o eixo 
dos cossenos é bissetriz e também altura 
e mediana, isto é, P'P 1 u e P 2 é pon¬ 
to médio de PT. Então 

sen - = 

n 2 
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IL APLICAÇÕES 

Os casos rrtais comuns de aplicação desta teoria são aqueles em que 
n = 3 ( 4 « 6* 


62. Valores das funções em J 



Notando que o raio do cicio é R = 1* temos: 

ff £ 3 rvT Vã 
sefl 3 ‘ T _ “2“ = T 


Em consequência, vem: 



^ 7T 

63, Valores das funções em — 



64~C 



64* Valores das funções em |r 

Sendo PG ” o lado do hexágo* 
no regular Inscrito, o triângulo OPG é 
equilátero e, então: 



Temos, então: 
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EXERCÍCIOS 
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CAPÍTULO VI 


tp a r/iFç 

I ivliV )3Jr C/jCiJ.u./e y v/jíSi3 


I, FORMULAS DE ADiÇÂO 


Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas da soma 
(a + b) e da diferença (a - b) de dois números reais quaisquer a eb ( conheci¬ 
das as funções circulares de a e de b* 


66 Cosseno da soma 

Sejam P, Q e R os pontos do ctcfo 
associados aos números a, a + b e -b f 
respectiva mente* Em relaçao ao sistema 
cartesiano uOvas coordenadas desses pon¬ 
tos slo: 

P (cos a r sen a} 

G (co$ ía +jbhsen {a + b)) 

R (cos b, -sen b) ^ 



Gs arcos AG e RP têm a mesma medida r portanto, as coraás AG e PR sao 


iguais* Aplicando, então, a fórmula da distância entre dois pontos da Geometria 


Analftica, temos: 


**AQ = Í*Q ” x A j2 ^ ÍVq ~ Va ) 2 = 

* [cos {a + b) - lF +■ [sen (a ■+■ bí - O] 2 ~ 

~ cos 2 {a + b) - 2 * cos (a 4 bl * 1 * sen 2 ía + b) * 

* 2 - 2 - cos (a + b) 
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70. Tangente da soma 


Ürp -■ (Xp ” X R ) 2 + ÍVp - Yr ) 2 - 

= | co$e - cos b] 2 + f.sena + sen b] 2 ~ 

= cos 2 a ■“ 2 - cos a - cos b + cos 2 b * sen 2 a * 2 * sen a * sen b + 

* sen 2 b = 2 ~ 2 * cos a * cos b + 2 * sen a * sen b 

d A Q = dpp . ■■■ ' ■■ > 2 - 2 * cos ía + bi = 2 - 2 * cos a * cos b + 

+ 2 * sen a * sen b 


e, então, vem a fórmula: 


cosfr * b} * cosa * <x>*t> ~ mtéí* zmb 

~ —, t, 

f'-■■■ ■■ ■•£■ /' \ .<**' 

87. Cosseno da diferença 

cos (a - b) - cos [a + í-bi] ~ cos a * cos - sen a * sen í-b) - 
= cos a * cos b - sen 3’ (-sen b) 

então 



* mu + **bu * wmb 


sen (a 

+■ bí 

sen a * 

cos b 

+ sen b 

o 

o 

V* 

+ bí 

cos a * 

cos b 

- sen a 

sen â 

• cos b + 

sen b * 

COS 8 



cos a * 

cos b 



cos a 

* cos b - 

sen a * 

sen b 



cosa * 

cos b 



sen a 

* cpeü 

sen b 

* cpra 

cos a 

* cp<rb 

cprfc 

* cos 

b 

cpra 

* cprb 

sen a 

* sen 

b 


cpra * cprb cos a * cos b 

então 


tg ía + M 


B 1 - tg a * ígb 


Esta fórmula só é aplicável se: 
a ^ * ktr, b ~ * kír e a + b#^r 


68. Sano da soma 

sen (a * b) = cos - (a + b)| - cos [í y 
= cos {— - ai * cos b + sen (y 

então 


a) “ b] = 
a) * sen b 


ma ía -t 3 bí • swia * oosb + **nb * cora 

jy ■:■ :. ■ ' ' ■ -_ _ _■■ ■ * ' .y 


71. Tangente da difarença 


tg !a - b) = tg [a + (~b)l = 


tg a + tg j- bi 
1 - tg a • tg í-bí 


tga + (-tg b) 

1 - tg a • í-tg b} 

então 


69. Seno da diferença 


sen {a - b} = sen [a + t-b)] = sen a • cos {-bí + sen (~b) 
= sen a • cos b + {-sen b( • cos a 


então 


cosa 


»«ftt <8 - fa) w sen a f ac* & - «mi b * cot a 


tg {a - b) 


tgb y; ' ■ 


Esta fórmula só é aplicável se: 
a ^ + kjr, b =# y + ktr e a - b # 


• cosa 
> sen b 


kir 


+ kit 
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72. Cotangente da soma 
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EXERCÍCIOS 


C.131 Calcular os valores da: 

a) cos 15° b) sen 105° 


c) tg 75° 


dl «sc 285° 


Solução 

a) cos 15*™ cos (45° ™ 30°} ~ cos 45° - cos 30° + sen 45* - sen 30° 

J““" y-TTTT* j-****i ^ 

V2 V3 V2 1 V 6 + V 2 
2*2 2 * 2 m A 


b) sen 105° - sen (GÜ° + 45 a } - sen 60° * cos 45 a + sen 45* - cos 60° = 

vF VF A VF i vF 4 \fi 

w 2 " 2 2 * 2 ~ 4 

c) tg 75° » tg 145" + 30°) - » 

1 - tg 45“ ■ tg 30° 

i ^ V 3 

_ 3 3 ■» v7 

* —— 3 - V3 


d) sec 285° = skc 75 c = 


cos '75 * ~ €05.(45* + 30 e í 


Calcular cotg 165°, sec 255* e cossec 15°, 

^^133 ÍFÊI-76) Sendo tg A - 2 e tg B ^ 1, ache tg {A - B), 


.#,134 ÍMAPOFEI-75) Calcular o valor da expressão sen 105° - cos 75°, 


Dados; sen x =, — * cos y ^, calcular o cos fx + y) t sabendo que 0<x< 


* ~Y <V <2x t 


Solução 

I 0 } cos X - -fVT^ sen 2 x » +VT"— - — 

25 5 

2°) sen y - -VT - cos 2 y - ~\/1 ™ ~ * * H 

169 13 

39} cos íx + y} - cos x * cos y - sen x * sen y » 

4 5 3. -12 56 

5 X 13 “ 5 X 13 “65 
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b) 1? membro 


sen v sen z 
cas y cos z 


sen x sen z 
cos x cos z 


sen x sen y 
cos x cos y 


a sen íy - z) - sen íx ~ z) 4- sen {x - y) = 
m sen (x “ y| 4- sen ty - z) +■ sen tz - xj ^2? membro 


d í? membro ^ (cos a - cos b - sen a * sen b) 2 + cos 2 b - 

- 7 * ícos a * cos b - sen a * sen b) ' cosa • cos b * 

“ cos^a * cos^b - 2 * sen a * sen b * cos e * cos b + sen a * sen b + 

+ cos 2 b - 2 * cos 2 a * cos 2 b + 2 * sen a * sen b * cos a * cgs b * 

sen 2 a * sen 2 b * cos 2 a * cos 2 b + cgs 2 b *r 
= sen 2 a * {1 * cos 2 b> - Í1 - sen 2 a} * cos 2 b * cos 2 b ■ 

= sen 2 a * sen 2 a * cgs 2 b - cos 2 b + sen 2 e * cos 2 b + cos 2 b » 

= sen 2 a = 2? membro 
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‘ÍMAPOFEMSÍ Demonstrar a identidade 

tg (45° + x) • cotg {45“ - x) =~í_LÜ!l|í. 

1 - sen 2x 


Ç*I4Q Se a e b são ângulos agudos e positivos, demonstrar que: 

sen ía + K. sen a * sen b 

Solução 

Seja X ™ sen ía + b) - sen e - sen b = sen a * cos b +■ 

-^sen b * cos a - sen a - sen b = sen a leos b - 1) + sen b íco* a - lí 

Temos: 

G<a<f ==a- sen a > 0 e cos a < 1 
0 < b < = > sen b 0 e cos b < 1 
Então 

serra • ( cos b - 1j + ssmjb • {cos a ~ 1) ===» X < 0 

>0 <0 >0 <0 
e X <0 = =*> sen ía * b> <C sen a * sen b 


C^41 ÍEPUSF-63) Provar que se 
sen ía 4- b| <C sen a * ™r * se 


< b < y, ent£o 


C.142 Provar que os ângulos internos A ( B «C de um triângulo nfo retângulo verificam a 
relação: 

tg A -Mg B * tg C ^ tg A * tg B * tg C 

Solução 


A + fltC^ ISO 5 =* A + B s 180° » C t g IA + B) = tg H80° * C)^ 

=> .....51^ * = -tg C =*■ tg A + tg B - tg C hg A • tg B - 1} —► 

= 3 ^ tg A * tg B + tg C - tg A * tg B * tg C 


Cfità Demonstrar e identidade: 4 * sen íx + 60 e ) * cos íx + 30?! = 3 * cos 2 * - sen 2 x. 


C,14^fstudHr a variação das seguintes funções reais: 
a} fíx> ^ sen 2x * cos x + sen x * cos 2x 

b} gUJ = * cos x + * sen x 


cl híxl 


1 * tg x 
1 - tg x 
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Solução 

aí f(x> = sen Í2x + x} - sen 3x 
então 
Díf) - B 
2# 

p = -y 

Im^f) = [-1, l] 



TÍ 71 i “ \ 

bí gix) - cos x * cos — + sen x * sen ^ ^ cos (x - jí 
então 


Dlg) - ÍR 
p ® 2:r 

lm(g} * f-1, l] 



II. FÓRMULAS DE MULTIPLICAÇÃO 

Vamos deduzir fórmulas para calcular as funções trigonométricas de 2a, 3a f 
4a, etc, conhecidas as funções circulares de a, 

74, Funções circulares de 2a 

Façamos 2a ™ a + a e apliquemos as fórmulas de adição: 

I) cos 2a = cos {a + aí * cos a * cos a - sen a * sen a 


então 


cos 2a «w? a - «n* a 
cos 2a « 2 * #. r 1 

cos 2a <* 1 - 2 • sen* a 


lt) sen 2a - sen [a + a} “ sen s * cos a + sen a * cos a 


então 


sen 2a ^ 2 * senà - cosa 


C-145 Estudar a veriaçao das seguintes funções reaisi 


a) 

bí 

cí 


f{xí * cos 2 2x - sen 2 2x 


SU) 




cos x - sen x 


Mxí 


sen x + cos x 
cos x “ sen x 


CJ46 Oua! é o período da função dada por 

ffx) = sen x * cos 2x - cos 3x - sen x * sen 2x - sen 3x + 
* cos x * sen 2x - cos 3x ■*■ cos x * sen 3x - cos 2x 


IMÍ tg 2a « tg ía * a) 


tg a -f tg a^ 
1 - tg a ♦ tg a 


então 


tg2a 


2 > tfla 

■rn^í 
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75. Funções circulares de 3a 
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SXERCfòlOS 


CAfif Sendo tg x = — 


3 ^ ^ 37T 

— e ?r <; x < -^- J cal cg lar $en2x. 


Soluçào 


1 + tg 2 x 


„ 9 " 5 

16 

1 4 

" 9 “ " 5 


sen 2x - 2 « sen x « co$ x ^ 2 « -J) * í- i) ~ 

6 6 25 

CJUIÔ {FEt-771 Calcular sen2x $&bendo*$e que: tgx + cox% x ~ 3. 
12 7T 

Ct 149 Sendo cotg x ^ — e O^x^— T calcular co® 2x. 


Solução 

y-— n 

cossec x st V 1 * cotg* x *» V,1 


144 13 

2S “ 5 


wn * - 13 


co$ 2x w 1 - 2 - sen 3 x * 1 - 2 • 25 ^ 119 


169 169 

C.1S*(MauA- 77) Sando: s»na=|- com 0 <«<| 

^ aí caleyle sen {-^ + 2Ctí 

bí calcule cos (■?- 4- 04 

4 

0,151 Sendo $ecx ss ™5, e ^ < x <£ 2fl, calcular tg 2x« 


Solução 
tg x ™ -Vwí 


2 * tg x 
1 - tg^x 


/625 7 ^ 

V 576 ^ " 24 

14 

24 336 

49 * " 527 


ysrté Se cos Xffi-g' e ^<Cx<C 2 tt, calcular sen 3x* 
^píWíí^e sen x = j? e < x íT, calcular cos 3x. 
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calcular tg 3x. 


4 « - - ir 

C,1S4 Se sec x - — e 0 < x < 

- Tf , ÍT t 7T x ^ 1477 

C,155 (í^APOFEÍ”75} Calcular sen 2 ^ - cos* ^ +■ tg — + tg , 


C15S Prover que: 

aí sen 4a -4 * sen a * cos 3 a -A * sen 5 a * cosa 
b) cos 4a ~ 8 * cos 4 a ~ 8 * cos 2 a + 1 

, „ 4 * tg a - 4 * tg 3 a 

c! 


Cch 1S7 pemonstrar pelo princípio de indução fmfta que 

\ J s 

+ oos2a - cos 4a + - a ® ^ 


sen 2 n a 


2 n * sort a 


C,1$8 {PQLb-61 \ Esboçar o gráfico da função y » 2 * sen 2 x utilizando o gráfico de 
cos 2x, 

Solução 

A partir da identidade tm2x - 1 “ 2 * sen 2 x, temos: 

y r 2 ♦ $en 2 x =* y * 1 ~ cos 2x 



C,159 Estudar a variação das seguintes funções raais: 

a) f{x) - cos 4 x - sen 4 x bí gíxi - 8 - sen 2 x - cos 2 x 

c) Mxí = cos 4 x + sen 4 x 


C,16ü Qual á o período das seguintes funções reais? 


a) ftxf ^ sen x + cos x 


bi gíxl 


1 - tg 2 2x 
1 + tg 2 2x 


cí híxí = cos* x + sen* x 
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m. FORMULAS DE DIVISÃO 


m 


Vamos deduzir fórmulas para calcular a$ funções trigonométricas de -* 
conhecida uma das funções circulares de x, 

76, É dado o cos x 

Sabemos que cos 2a - 2 cos 2 a-1 e cos 2a = 1 ~ 2 • sen 2 a, portanto, 
fazendo 2a ™ x f teremos: 



- ^ 3 X 

cos x st 1 - 2 + sen y **“=► 

X 

sen — 

_2 ^ 

x 

SOS - 

Os sinais {±) só têm sentido quando se conhece cosx, sem conhecer x. 
Assim, sabendo que cosx * cos xq, temos: 

1? sofução : x * x 0 +■ 2kir *=> ^ ~ y + krr ÍU 

2f toíução : x - -Xo + 2ktf i =* ~ y + kn f 1U 

As expressões (I) e 00 nos indicam que, dado cosx, existem 4 possíveis 
arcos y r pois k pode assumir vaiores pares ou ímpares, os quais dão origem 

a dois valores para cos ^ , sen í e tg Provemos que existem dois valores 

simétricos para cos por exemplo: 





7Ô-C 





Expr. (!) k par: 


cos ™ =r cos t y + 2kjír) =■ cos ™ 

Expr. (I) k ímpar: cos - = cos [ ^ + S2ki + 1 >arj = cos ( ~ + ?r} - -cos ~ 

Expr. (10 k par: cos ™ = cos í~^ + 2k I rr) = cos (- = cos 

Expr. {10 k ímpar: cos ^ = cos [- ™ + {2k s + 1)tr] = cos {- ~ + rr) = 



77. É dado o sen x 

Sabemos que cos x = ± \/ 1 - sen 1 x, portanto, tendo sen x, calculamos 
cos x e entramos com as fórmulas do parágrafo anterior. 


EXERCÍCIOS 



24 n ^ - x 

C,162 Se senx = — e — < >c <, tt, calcular as funções circulares da 

Solução 
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0*168 Estudar a variação da função f:IR - {x I x ^ + kíí}“^B dada por 

1 _I 

Mx! ^ (1 - cos 2x} 3 * Í1 * co$2xí 2 . 

0*168 Qual é o período da função f:IR™MR dada por ffx) b» fl + co$4x) 2 ? 


kíT 1 fy 

0*170 ai Para todo real # — ík Eí} r provar que — ^ coto — - coto O. 

2 sen Oí 2 


b) Demonstrar, utilizando o resultado anterior* que 

1 ( 1 , 1 1 a 

. + .*"" * . LVJ 7“ * **• - rsr m cota ™ ■■■ cott|2 n a. 

sen a sen 2s sen 4a sen 2 n a 2 


IV. TANGENTE DO ARCO METADE 
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A utilidade destas três OH imas fórmulas é permitir a substituição de sen x, 

cosx e tgx por uma única função (tg f), através de expressões racionais. 

Esse tipo de substituição ê frequentemente utilízedo na resolução de equações 
trigonométricas* 


V, TRANSFORMAÇÃO EM PRODUTO 

78* Em Álgebra Elementar, têm grande Importância prática os recursos para 
transformar um polinómio em produto de outros polinómios (fatoração)* Assim, 
por exemplo, temos; 

colocação em evidência 
diferença de quadrados 

trinõmios quadrados perfeitos 

some de cubos 
diferença de cubos 

polinómios cubos perfeitos 

Muitas vezes aplicaremos esses recursos à Trigonometria, recorrendo a tnans* 
formações como: 

sen 2 x * 2 * sen x = sen x (sen x - 2) 

sen 2 x * cos 2 x ~ (sen x * cos x> (sen x * cos x) 

Além dos recursos algébricos, a Trigonometria dispõe de fórmulas que per* 
mitem completar uma fatoração* Assim, no exemplo acima, podemos fatorar: 

sen x * cos x e sen x - cos x. 

Vamos deduzir agora es fórmulas pare transformar somas e diferenças tri* 
gonométrícas em produtos* 


x 2 - 2x = xíx - 2) - > 

x 2 - 4 = (x + 2} (x - 2» -► 

x 2 + 4x + 4 = {x + 2} 2 1 

x 2 - 4x + 4 i |x - 2) 2 / ——+ 

x 3 + 8 = <x + 2Mx 2 - 2x + 4} —* 

x 3 - 8 = (x - 2) fx 2 + 2x + 4) -► 

x 3 + 3x 2 + 3x + 1 = {x + 1} 3 \ 
x 3 - 3x 2 + 3x - 1 = (x - 1 pf —* 

t 
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79, Sabemos que: 


cos (a “H b) ss cos a * cos b - sen a - sen b 

cgs ía - b) = cos s - cos b + sen a - sen b Í2 

sen fa -f b) ™- sen a - cos b + sen b * cos a (^T 

sen (a - h) - sen a - cos b - sen b - cos a (í 

Logo: 

©♦(D: cos ía + b) + cos (a - b} = 2 - cos a • cos b 

CO “ C0 ; cos (a + b) - cos (a - b) = ~2 • ssn a • sen b 

©♦© sen (a + b) + sen (a - b) = 2 - sen a * cos b 

©-© sen {a * b) - sen (a - h) ^ 2 * sen b - cos a 

Estas relações são denominadas fórmulas de Warner, 


80, Fazendo nas fórmulas de Werner: 

fa + b * p ++ p*q p ™ q 

U “ b « q 2 2 

obtemos as fórmulas de transformação em produto: 


cos p f tipt q ix -2 * cos - R i yS ..v : cot\,,E„l„H 
cos p - cos q “ *2 - ten ^~3 v wn - B J1 . 3 ■ 

■i-Z 4 

»n p * «n q i 2 • i«n p ^ S * cos , E ... 1 . 3 


s«fi p * $anq 


2 . Lia . ** L±J 


81, Temos ainda que: 

sen p sen q 

tg P + tg o - - * - 

cos p cos q 


sen p * cos q + sen q - cos p 
cos p * cos q 


tg p + tgq 


»n jp ■<• q) 
cbi p • cos q 
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EXERCÍCIOS 


C,171 Transformar em produtoi 

aí y ^ sen 5x * sen 3x 

bí y =s cos 3x * cos x 

cl y - sen 7a * sen 5a - sen 3a - sen a 

d) y = cos 9a * cos 5a - cos 3a - cos a 

e) y - sen a t sen b + sen c - sen la * b * e) 


Solução 

x * Sx * 3x 5x - 3x . 

aí y ^ 2 * sen --- * cos -~- » 2 * sen 4x * cos x 


^ 3x + x 3x - x 

b) y - 2 * cos —£— - cos —™— ^ 2 * cos 2x - cos x 

cí y ™ ísen 7a ■*■ sen 5a) - (sen 3a -f sen a) ~ 

m 2 * sen 6a * cos a - 2 * sen 2a * cos a ^ 

“ ^ * cos a * ísen 6a - sen 2a) ^ 

- 2 * cos a * Í2 * sen 2s * cos 4a) ^ 

- 4 * cosa * sen 2a * cos,4a 

dí y - ícos 9a + co$5a) - ícos3a +■ cos aí - 

- 2 - cos 7a - cos 2a - 2 * cos 2a * cos a - 2 - cos 2a - ícos 7a - cos aí - 

- -4 * cos 2a - sen 4a * sen 3a 


eí y =e tsen a + sen bí - [sen la + b + d - sen cj *s - ■ 

_ e-!-b _ a - b „ , a + b a H t 2t 

= 2 — *jT" * cos —2— ” ^ * sen — 2~^ * cos - 7 - 


* -2 - sen ™» 


r a + b + 2c a-b| 

L«k -~, cos .-. | * 


** -2 * sen 


a ■<■ b * 2c + a - b t a + b + 2c - a + b 
a -t-b { „ 2 2 . 

-5 - - - sen ---- 


=a 4 ' san 
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0,172 Transformar em produto: 

a) y ™ 1 + sen 2x 

b) v -■ 1 + cos x 

c) v - 1 + cos a + cos 2a 

d) v ™ sen a + 2 * sen 3 a + sen 5 a 

Solução 

7Í 7T 77 

a) v ^ sen — + sen 2x - 2 * sen {— + x) * coa i -r" ™ x) ss 

2 4 4 

* 2 * sen 2 í“ + x) 

4 

XX X 

b) v * cos 0 + cos x s 2 * cos * cos (™ ^) m 2 * cos 2 ^ 

c) y » ícos 2a + cos 0} + cos a ^ 2 * cos 2 a + cos 3 ® 

a® 2 * cosa (cosa + X) ^2 * cosa [cosa + cos 1] ~ 

a i ^ i j3 íT h 

“ 4 * cos a * cos ( ™ 4 ™ í * cos í ^ ^) 

d} y m ísen Eia + sen aí + 2 * sen 3a *? 2 * sen 3a * cos 2a + 2 * sen 3a m 

™ 2 * sen 3a * [cos 2a + 1J * 2 * sen 3a * [cos 2a + cos O] « 

se 2 * sen 3a * [2 * cosa * cos a j ^ 4 * sen 3a * cos 2 a 


C-173 Transformar em produto: 

a) V ss san x + cos x 

b) y SK cos 2x ™ sen 2x 
d v ^ cos 2 3x ™ cos 2 x 


d) y * sen 2 5x - sen 2 x 
, sen a + sen b 

e) y sr -- 

cos a + cos b 


Solução 

■ j íT h 

m y - ssr x + cos x - sen x + sen i — -xis 

™ 2 * sen — * cos íx - -Jl ~ \Í2 * cos íx - “pí 
4 4 4 

71 

b) y ™ cos 2x - cos í “ ™ 2xJ ~ 

'"2 * sen * sen Í2x ™ 1 í * -\/2 * sen (2x ™ “} 

d y * (cos 3x + cos x) * (cos 3x - cos x) ^ 

* (2 * cos 2x * cos x) í-2 * sen 2x * sen xí ™ 

^ ™í2 * sen 2x * cos 2x} (2 * sen x * cos x) ™ 
ss -aen 4x * sen 2x 

d) y * íaen 5x 4* sen x) (sen 5x - sen x) ™ 

^ (2 * sen 3x * cos 2xM2 * sen 2x * cos 3x) - 

^ (2 * sen 3x * cos 3xH2 * sen 2x * co*2x) ~ 

^ sen fíx * sen 4x 


^ a + b 

2 * sen —^— 

y ^ -rrrir 


a - b 
cos —=— 
2 


2 2 a + b x 

a + b @ ™ b * 2 ^ 

2 . cos * cos —-— 
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CM74 Transformar em produto: 

a) y ™ sén ía + b + d ~ sen (a - b + c) 

- b) y ™ cos (a + 2b} + cosa 

c) y sen a + sen ía + r) + sen (a + 2r) + sen \s + 3r) 

d) y - cos (a + 3b) + cos ía + 2b) + cos (a + bí 4 cos a 

e) y COS 2 p ™ COS 2 q 

f) y ís sen 2 p ™ sen 2 q 

g) y ™ cos 2 p - sen 2 q 

, sen 2a + sen 2b 

' hí y - .- 

y cos 2a - cos 2b 

1 * sen a 
* V 1 ™ sen a 


C,X7S (MAPOFEI 78) Trarvsfomiar o produto cos 2x * cos 4x em uma soma equivalente. 
C,176 (FEFAAP-77) Provar que (sen A 4 cos A}* - 4 cos* (A - 

1 3íT IIjt 

0^177 Caícubr o vaior nuníerico da expressão; y ™ sen — l * cos —' - 


Solução 

p^q 137T p ■* q 113T 
.Fazendo —^ e —sp™ ^ "^y » obtemos 

24íT 2m 77 

p ** — ™ 2?r e q ™ X2 * 16 + portanto: 

1 m 13íT 1 t > V, 1 íft . 1 , 1 

y - -x f2 * sen — * cos “TT ^ ^ — ísen 2íT + sen - —(0 + ^ — 


C,17B Calcular o valor numérrco das expressões: 

. 7^ n 

a) y ^ cos -=- * cos ■=- 

o o 

.* 13tr 7tr 

bj y - sen — * sen — 

, 57T íT 

c) y . ser1 s . COS — 


C-179 Provar que cos 40° * cos 80 c * cos 160° - 


Solução 

cos 40° * cos 80° * cos 160^ 


2 * cos 80° * cos 40° 


cos 160° - 


ícos 120° + cos 40°) * cos 160° 

2 

(™ ™ ) * cos 160° +1*2* cos 40 Q - cos 160^ 


-co* 160° + cos 2Q0P + cos 120° cos 120° 1 

jj ^ - - g 
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wi> 


* 2 sen A [-cos (B + C) + cos ÍB ™ Cí] ^ 

» ™2 * sen A [cos {8 + C) - cos í B - c] = 

* ™2 * sen A (“2 * sen 8 * sen Cí 

- 4 * $en A * sen B * sen Q 2? membro 


dí Sabemos que cos 2a ^ 2 cos 2 a - 1 e cos 2 a 


cos 2ã * í 


-o A A cos 28 + 1 . cos 2C + 1 

7Y membro cos 2 A * - + —-- 

2 2 

, , a . i cos 28 4 cos2C 
“ 1 4 cos 2 A * . ^. * 

a* 1 4 cos 2 A 4 cos <8 + Cí * cos ÍB ™ C) » 

* 1 4 cos 2 A - cos A * cos ÍB - Cí # 

- 1 ™ cos A [cos {8 - 0 - cos a| * 

s! 1 - cos A [cos (8 + C) 4 cos ÍB ™ CJ] » 

* 1 “ 2 * cos A * cos 8 * cos C ~ 2? membro 

C.182 Demonstrar que, se A, S, C são ângulos internos de um triângulo, vale a relação: 

B C A 

aí sen B 4 sen C ™ sen A - 4 - sen ^ - sen — * cos — 

B C A 

bí cos 8 4 cos C ™ cos A s: -1 + 4 * cos ^ * £GS ~2 * sef * "2 

cí cos 2A ■+ cos 28 4 cos 20 ^ - 4 * cos A * cos 8 * cos C 

dí sen 2 A + sen 2 B 4 sen 2 C * 2 * Í1 4 cos A * cos B * cos C) 

eí ■■■■w T MM + .. 4 ——í-- - 1 ÍA, B, C ^ —) 

tg A * tg B tg B * tg C tg C * tg A 2 


0,183 Provar que se a + b + c ~ ^ então: 

aí tg a * tg b 4 tg b * t@ c 4 tg c * tg a * 1 

bí cos 2 a + cos 2 b 4 cos 2 c - 2 * sen a * sen b * sen c ^ 2 


C,184 Provar que se (sen 2A, sen 2B, sen 2CÍ é uma progressão aritmética, então o mesmo 

ocorre com (tg ÍA + Bí, tg ÍC 4 Aí, tg (B + Cíí, 

Solução 

Por hipótese, temos: 

sen 2B ™ sen 2A * sen 2C ™ sen 2B 

2 * sen ÍB - Aí * cos {B 4 Aí = 2 * sen (C - Sí * cos íC + Sí 

sen [íB + Cí - ÍA + C>] - cos jB + A! « sen [íC + A) - (A + Sí] * cos ÍC +■ Bí 

[sen fB + Cí * cos (A 4 Cí - sen (A 4 Cí * cos ÍB + Cí] * cos (B + A) « 

- [sen (C + A) * cos í A 4 B) - sen {A 4 B) * cos (C + Aí] * cos íC 4 B) 

sen (B 4 Cí * cos ÍC 4 A) ■■ cos {A 4 Bí - sen (C + Aí * cos {B 4 Cí * cos (A 4 B) ™ 

~ sen ÍC 4 Aí * cos (A + Bí * cos (B 4 Cí ™ sen (A 4 Bí * cos (C + Aí * cos fC 4 Bí 

Dividindo por cos ÍA 4 Bí * cos (B + Cí - cos {C 4- Aí, temos: 

sen (8 4 Cí sen ÍC + Aí sen (C 4 Aí sen {A 4 8) 

cos ÍB 4 Cí cos ÍC 4 Aí cos ÍC 4 Aí cos ÍA 4 BÍ 

isto é: 

tg ÍB + 0 “ tg ÍC + Aí - tg (C + AN tg ÍA 4 Bí 
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f 


í 


(XI85 trovar que se (sen ía + b - c) F sen (a - b + c), sen í“ô 4- b * cí) é uma pFograssão 
aFitmâtica, então o mesmo ocoFra com ítga* tgb, tg c). 


C.1B6 Provar que se a + b 4 c = y F então 

sen 2 a * sen 2 b * sen 2 c * 2 - sen a - sen b * sen c - 1 

Solução 

íO i ^ 1 ‘Cos2b ^ 1 -cos2c t „ 

1. membro = sen* a + .^. + --y- +■ 2 * sen a * sen b * sen c ™ 


1 * sen 2 a -* 


cos 2b + cos 2c 


+ 2 * sen a * sen b * sen c ™ 


= 1 4 sen 2 a * cos íb 4 cl * cos (b - c} + 2 * sen a + sen b * sen c a 

- 1 + sen 2 e - sen a * cos fb -■ c} + 2 * sen a - sen b * sen c * 

- 1 + sen a * (sen a - cos íb - c) j + 2 - sen a - sen b * sen c = 

- 1 + sen a * [cos íb 4 c) - cos íb * cl] 4 2 * sen a * sen b * sen c 

* 1 -* 2 * sen e * sen b * sen c + 2 * sen a * sen b * sen c * 1 » 

- 2? membro 


C.187 Estudar e variação, de função f;ffí-► IR dada por fíxí » cos x - sen x. 
Solução 

fíx) * cos x - cos í-J - x) aa -2 * sen ^ * sen íx - ^1 = 

2 44 

* * sen íx - -7) 

4 

Portanto : 

Díf) - m 
p * 2tr 

imffí - [-YX Yij 



C.188 Estudar a variação da função dada por fíxl ™ sen 2x 4 cos2x, 

C»189 Quaí á o período da função fíxl = ? 

1 - tg x 


&c~c 


C.10O Prover qu# se os ânguios de um triângulo ASC verificam a Felaçâfo cos A + cos 8 * 
* £gn C, então o triângulo é retângulo. 

Solução 

cos A + cos 8 - sen C **=& 

A 4 fí A - 8 C C 

=* 2 * cos —j— * cos . y . = 2 * sen y - cos — —^ 

C A - B C C __ 

sen y * cos —- $en y * cos y 

A ~ B C J A - B = C =*► A = B + C ■= 

=> COS -=— * COS y «"“* < ou 

1 1 [ A - B *; B - A 4 C - 

C*T91 Provar que se os ângulos de um triângulo ABC verificam a Fçlaçãü sen 4A 4 sen 48 * 
sen4C * 0, então o triângulo ê retângulo* 

d92 Demonstrar que todo triângulo cujos ângulos veFiltcam a relação sen 3A 4 ®eo 38 + 
■4 sen 3C ® 0 tem um ângulo de 60°. 
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Moscou: preso escreve obra 


Jean Victor Poncelet nasceu em Meta, no ano de 1788. 

Metz íonÍS C °' 110 estudarrte ^ andR c ™a a Escola Politécnica de 

do convir ° ü_Sê COn,ieCld ° COmQ eXCelêníe P rof «w de Matemática, sen 
do convsdado a servir como engenheiro no exército napoíeônico. 

DuZu'oí'I»ôZ n IUt “ “ m “ ,ran “”“ “ R “ ssia ' «""X» pMomí. 

„ is , C °1 ,™? r*™-“™'“ • «««r ™ * w» trabalho, 

rórimaT™ „» JV*’ ™ «" °«W « tm* IM*. dado 

os pnmeims passos, no seeuJo XVII, 

Em 18l ?< ^nceiet retornou à França e, a partir de 1815, começou a pubií- 

Z :z:r ei n0S " An8i# . da Maíemátlca '' S ^S trabalhos iniciais versavam so- 
bre os polígonos inscritos e circunscritos a uma cônica* 

o grande trahalho de Poncelet, "Ensaio sobre as projetivas das seções côni- 

z;:*rzrr ,820 -i , ° i m,iter,do • «.cr^r. 

titulo Tratado das propriedades projetivas das figuras". Nestas obras Poncelet 

aurasTf ** pr ? priedadss das fí 9 u ™ mantém constantes, quando as fi¬ 

guras sofrem deformações por projeções. 



Jean V. Poncelet 
{ 1788 - 1867 ) 


Poncelet foi ainda o criador da teoria da 
polaridade e do princípio da dualidade, base so¬ 
bre a qual outros matemáticos como De Mor¬ 
gan, Wbitehead e Russel desenvolveram poste¬ 
riormente seus trabalhos. 

Finalmente, Poncelet atingiu o máximo 
de sua criação quando estabeleceu o conceito 
de razão dupla ou amrmônica. Com base nesta 
descoberta, posteriormente, Klein conseguiu 
unificar as geometrias numa só, criando a pan- 
-geometria, 

Poncelet faleceu em 1887 na mesma cida¬ 
de onde nascera. 


CAPÍTULO VII 

EQUAÇÕES 


l EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 


82, Sejam fíx> e gfx) duas funções trigonométricas da variável x e sejam 
D| e D 2 os seus respectivos domínios. Resofver a equação trigonométrica 
f<x) ™ gjx) significa determinar o conjunto S, denominado conjunto-sofução ou 
conjunto-v&rdade, dos números r para os quais fír) ~ g(r) é uma sentença 
verdadeira. Observemos que uma condição necessária para que um certo r seja 
uma solução da equação dada é que r G Dj e r £ 


83, Quase todas as equações trigonométricas reduzem-se a uma das três equações 
seguintes: 

lí) sen a = sen 0 
2?) COS & st cos 0 

3!) tga - tg£ 

denominadas, por esse motivo, equações fundamentais. Assim, antes de mais m* 
da, ê necessário saber resolver as equações fundamentais para poder resolver 
qualquer outra equação trigonométrica. 
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84. Se sen a = sen/J = ÕP,, então as 
imagens de o e 0 no ciclo estâo íohr# a 

reta r que e perpendicular ao eixo dos 
senos no ponto P„ isto é, estão em P ou 

Hã, portanto, duas possibilidades: 

s * 8 ^ têm a mesma imagem, 

isto sao côngruos 
ou 

2*í O. e fi têm imagens simétricas é 
sao suplementares. 



relação ao eixo dos senos, isto é 




04'" , C 
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C.194 Resoiver as equações abaixo: 

aí-"sea^ x = -2. 

4 

bí sen? x - sen x = o 


ci ■ 2 * sef s 2 x - 3 • sen x + 1 , 0 
di 2 ' co * 2 * - 1 - san x 


Solução 


aí sen x :js ; 


S - ÍX e IR ] X . | + 2kTT ou X 

„ ir 

* - “ 6 + 2k "i 


+ 2kn OU X 


+ 2krr ou 


b) Se0X ' !senx " 11 “ 0 sen* .0 , 

s - {x e R I x - k»r ou X „ J * 2 k*} 


sen x - 0 ou 1 mião: 


jj... y 9 - 8 3 ± 1 


sen x . 1 ou _ en1â0; 


S ta {x € R l x * £ + 2LJT 3T 

2 2k?r OÜ x - 6 + 2kír * - f + 2kir} 


^ 2 1 - sen 2 xí 1 ™ se 


resolvendo: $ç n x 


2 sem 2 x - $$n x - 1 - o 


liyi + s i i 3 

* “ 'T' 


recaímos em equações fundamentais 


sar? x .-:■ 1 


* * j + 2k7T 


+ 2k?T ou x 


S - {x £ e 


2 + 2k7r ou * =■ ~~ + 2kjr ou x 


+ 2k?r} íic Ç= z) 


C.19S Resolver as equações abaixo: 


sen x = sen 


r -Hf wm x =. sen -y 

* cí sen x * vw 

2 

^ sen 2 x Q 1 

sen x - cossec x = 1 
i^sen x + cos 2x ^ 1 


k) cossec x * 2 
* sen 2 x - 1 

7 # -»" 2 * + sen x * 1 * o 
„ hí 3 * tgx * 2 * cgs* 
r- f > cos2 x - 1 - sen x 


CJM lFEFAAP-77) D„. rotor os 

4s B q‘* x . -Jt sen a x + 6 » 0 


C ' 137 í F E!~?6í Resolva a equação 


2 sen x Issn xi + 3 sen x « 2 


96-C 









III. RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO co$« - cosí? 


86* Se cos (x ^ cos 0 ~ GP^, então 
as imagens de a e & no ciclo estaa sobre 
a reta r que é perpendicular ao eixo dos 
cossenos no ponto Pj, isto é, estão em 
P ou P\ 

Há, portanto, duas possibilidades: 

1?) oc e $ têm a mesma Imagem, 
isto é, $ão côngruos 
ou 

ct e ff têm imagens simétricas 
em relaçao ao eixo dos cossenos, isto é, 
são r&pfement#r$s r 



87. Em resumo, temos: 


ror «a 0 * 2k^ 

COS tít — co$ $ ===* 1 OU 

U = -0 + 


exercícios 

C.202 Resolver as seguintes equações: 


cos X = cos — 

bl sec x 

c)/ cos X - 0 

dl cos x 

e| cos x - -1 

f) cos X 

i vã 

<jj cos x - — 

2 

h) cos x 

Solução 

?7" 

aJ cos x =l- cos ™ 

5 

X r, ±Z + 2 kfl 

s ;x C. IR 1 X 

- + 2kír} 


sec 


2n 

3 


1 


2 

2 


Vã 


bl $ec x ™ sec 


2tt 


1 

cos X 


27T 


27T 

cos x - cos y eotao 


S s ,{x^rRÍx-±y^ 2kfr} 


c) cos x ™ 0 = cos ^ então 


S ,, {kêH I » =í| + 2kir} . {xtfilx , + kíI > 


d) cos x - 1 - cos 0 então 
S w {x E IR I x a 2kír} 
eí cos x ss -1 - cos 7T então 


s - 

{* 

E IR 

1 X 

~ TF 4* 

2kfl} 

fl cos 

X ^ 

1 

2 * 

cos 

então 

S - 

{* 

E !R 

1 X 

.... + ff 

™ 3 

+ 2kír} 



Vã 


7Í 


fjl cos 

X ™ 

2 

^ COS “T 

4 

então 

S = 

J K 

€ m 

1 X 

_ + » 
" 4 

4 2kfl} 


h> cos x 


Vã 


Stf 

"6 

57T 


- cos ■■■%' então 
2 8 


S ^ {x E R ^ x ^ ± — * 2kír} 
o 


C. 2 G 3 Resolver es equações abaixo: 

aí 4 * cos 2 x — 3 
cl sen 2 x - 1 + cos x 


bl cos 2 x 4* cos x ™ 0 

d> cos 2x * 3 - cos x + 2 ™ 0 


Solução 


^3 

2 

■»■ 2kir> 


c) 1 - COS 2 X ™ 1 + COS X . cos 2 x 4 cos X - 0 

e recaímos rto anterior. 

d) Í2 * cos 2 x - 1 } i ^ iiii 3 m » cos x + 2 ^ 0 —2 * cos 2 x + 3 * cos x + 1 

-3 ± Vã ' -! -3 + 1 „ 1 


COS 2 X : 

3 

_^ V 3 

COS X - 

4 

COS X "■■ .j. ÜU 

S ™ (x 

G R í 

17 

X - ± — 4 2k7I OU X ! 
6 

„ _ — 

COS X * 

(cos X 

4- 1 1 - 0 -■--=> CÜS X - 

0 ou 

S - {x 

E IR 1 

fl 

X = — + kfl OU X ~ fl 

+ 2k7T> 


COS X ™ — 


CÜS X = —1 ou COS X “V ■ 


então S - {x E R I x ~ fl 4* 2kfl ou x - ± ^ + 2kfl} 
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IV, RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO tga = tgp 

88. Se tg a ™ tg 0 - ÕT, então as 
imagens de ae/3 estão sobre a reta r de- 
terminada por O e T, isto é, estão 
em P biJ P\ 

Há, portanto, duas possibilidades; 

1?) a e £ têm a mesma imagem, 
isto é, são côngruos 

ou 

2^) a e 0 têm imagens simétricas 
em relação ao centro do ciclo, isto é, 
são exp lamentar es. 


89- Em resumo, temos; 



EXERCÍCIOS 

C,209 Resolver es equações seguintes: 
al tg x =* 1 
c) tg x - ~ VT 
b! tg 2x = Vl" 
q) tg 3x ^ t 
SofuçÔO 

7T 

a) tg x ss 1 = tg — , então: 

4 

S ~ {x 6 R I * = — * k7r} 

4 


b) cotg x ^ \ÍZ 
d] tg x ~ 0 
f) tg 2x ^ tg x 
hl tg 5x - tg 3x 
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b) sen x - cos X 


. 1 » tg 2 * « 1, 

cos^ x 


entáO: tg x - 1 ou ^ x 

S™-Íx£i|RI*“ i kTT ou x ™ ^ + kJr} 
L ^ 4 4 


c) ta x + —. - 2 => tg x - 2 Mg x + 1 * ü 

tQ x 


2 ± V 4 “ 4 


1 , entaio: 


íx E IR í x - -" + kJT j 1 

“ 4 


d) sec 2 x - 1 + tQx — 1 + t <fx « 1 + tg x * tg x ™ tg x - 0^ 
=> tg x * (tg x - 1 ) = 0, 


ervrôo: tg x « 0 ou tg x ** 1 
s - tx e R I x - kíT ou x =■ ■*■ kff} 


C.211 Resolver BS equações abaixo: 
^ tg X - tg § 


t) tg 3x “ tg 2x * 0 


cotg x - cotg 


3 * tg x - V^3 


d) cotg x = 0 


e) cotg x - 1 


0 tg 2x - tgíx * ^ } 
j>Ktg4x - 1 

cotg 2x = cotg U 4- ) 

JT' tg 5 2* - 3 


C>212 Resolver as equações abaixo: 


* ^2 

aj^Sec x 


2 * tg x 


C) sen 2x * COSÍX + ■£ í * cos 2x * sen íx + - í 
dl Í1 - tg xMl * sen 2x) = 1 + tg x 
C.213 ÍMAPQFE1-7SÍ Resolver a equação cotg x - sen 2x = O. 


CJ214 í PEI“77) Para quais valores da p, a equaçãoi tgpx * cotgpx tem x 
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V ' m?te U rvald DE UMA equaçãq dentro oe certo 


fito ‘HZZnT*'™ ° btBr “. 5oluçS “ d « ™ «»**> pertencentes , . 

certo intervalo I, seguimos a sequencia de operações abaixo: 

intervln i nor ™lmente a equação, não tomando conhecimento do 

intervalo I ate obtermos a solução geral; 

imeira^tnhmW " f?" ° ndS necessâ ™me parece a variável k 

teira, atribuímos a k todos os valores inteiros qge acarretem x € i. 

0 “«junto-solução será formado pelos valores de x calculados com os 
valores escolhidos para k. os 
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fel x - f + krr 


.TÜSS^ i OU 


(chamada soluçãò geraO 


I© x - f * ** 


À solução geral é o conjunto da todos os arcos que satisfazem à equação dada, ao 
passo que queremos só os arcos-solução do intervalo 0 <—< 1 2?r, então vamos atri- 
buir valores a k: 


k - 0 —► x - 


fk - 0 


em © ^ 


lk “ 1 T 

Observamos que qualquer outro valor atribuído a k em (J) ou @ acarretaria 

X ^ 0 * 2n. 

t n TF 77t 47p 

S " 1 $ ‘ 3 ' 6 ' 3 J 


0*217 Determinar x tai que 0 < x < íT e sen 3x ^ . 

C.21S Quais são os arcos do intervalo fechado 0» —*21? tais que o seu ser*o ê igual ao 
seoo do seu dobro? 


Solução 

Chamemos de x os arcos procurados, então: 

Í2x - x +■ 2k7r f 

seo2x - sen x =^<ou < 

[2x ^ n » x + 2k7T [ 


Em @ 


f k - 0 * ' 0 

[ ks 1 —* x - 27T 


x - 2k7T 


£ + 

3 3 


em (?) ■% k - 1 —^ x - 

í k - 2 x - 


S.(0, f,., f,^} 
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C.219 Obter a* soluções da equaçáo san 3* - sen 2x que pertencem ao interveio \o r ff], 

a220 Determinar x tal que 0 < x < 2ff » co$2x ^ 1 

2 ' 

SbJtJÇSQ 


Temos cos 2x * cos -£ ===> < 
3 

r 

ff 

— + 2k?r 

3 

f 

X SB 

==5& < 01í 

1 +kJr 

6 

© 


2x » 

- j + 2ktr 

X ~ 
V 

- -£ * kff 

6 

(D 


Ds© 


k * 0 —* X 


k - 1 —* x 


f k » 1 ™™* x 




•«to s- {I, 5? 2? Ul\ 

6 6 6 ' 6 ; 

C221 Obter x tai que co® 3x - cos 2x e 0 < * < rr. 

C^22 ÍEESCU$P~69Í Achar es aoíuções de 4 - ~ s*n x * 0 para 0 < x < 2ff 

C.,223 Determinar x tai que 0 < x ^ 7T e tg Ôx * tg 2x. 

Soluça o 

tg 6x *= tg 2x 6x = 2 x -fr k?r x “ J2 

4 

Fazendo k » 0, 1, 2 ( 3 ( e 4 ( obtemos respectivamente x ^ 0 I £ 3ff 

1 4 T 2 * 4 

ff. Excluindo os valores £ e ^ pare o$ quais n£o existem as tangentes de 6x 


a 2x, vem 


8-{0. £,*} 

0x224 (MAPOFEf-74) Caiçufar x no intervalo 0 < x < 27T tai que tgx + cotg x = 2, 
c - 22s Sendo 0 <[ x ^ JT, resolver sun* x - y/cos^x = 0, 

C.226 (itajubá-69) Resolver a equação sen x + sen y = 1 sabendo que x -f y = £ 
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VI. EQUAÇÕES CLÁSSICAS 


Apresentaremos neste item algumas equações tradicionais em Trigonome¬ 
tria, -sugerindo métodos para fazíMas recair nas equações fundamentais. 

N 

91, a - »nx + b * cosx * c(a, b, c € R*) 


Método 1 

Fazemos a mudança de variável sen x = u e cos x 
sistema: 


au t bv »c 
u 2 4 v 2 ™ 1 


v e resolvemos o 


Tendo calculado uev, determinamos os possíveis valores de x. 


Método 2 

L 

Fazendo — =tg0, temos: 
a 

b c 

a - sen x + b - cos x = c^=>$enx* — * cos x ~ 

a 3 

^ sen x ■+■ tg 6 * cos x = — sen x 4 * cos x * £ => 

3 cos 0 a 

=> sen x * cos $ 4 sen 5 - cos x = ™ * cos 0 =* sen(x 4 #) = ^ • cos B 

a a 

e r assim, calculamos x 4 


2t 'l _ 1;^ 

Fazendo tg -£ = t, temos sen x = — 5 e cos x = - ■■ , então: 

2 1 4 t J 1 * t 2 

2t 1 - t : 

a * sen x + b * cos x = c ==► a - ;-- + b * -- - - -- - c 

1 4 t 2 1 4 t 

=» 2at + b - bt* = c + ct 2 =*• íc + bit 2 - 2at + fc - b! = 0 

e recaímos em uma equação do 29 grau em t. Observemos que este mé¬ 
todo falha se jt + 2kir for solução da equação, caso em que a substituição 

tg £- = t nlò tem sentido. 


107-C 



EXERCÍCIOS 


C227 Resolver a equação v 3 * cos x + sen x - 1 
Solução 

Método 1 

Fazendo sen x ^ u e cos x ^ v, temos; 

{U + V * V3 a 1 (Tj 

\u 2 + V 2 - 1 (D 

© ' f: ' :Tl iJ = 1 ~ v ■ V3 oua, substituída em (2), acarreta: 
<1 - v . V3i 2 t y J - 1 — 4v> - 2 Vã • V - 0 


. í v ■ 0 

então * ou 


< Vu 

1 - ^ 


r u - i - o >VT«i 

porta rito J ou 

l«- 1 - vi • v7 


Existem, assim, duas possibilidades; 


COS x ™ 0, sen x t e x - í 4- 2kfi 

2 


cos X - , &en x 

2 


Aíérodo 2 


sen x ■+ VIT* cos x ^ 1 ™> $en x + tg ™ * cos x ■ 1 í=> 

3 


r sen x + —-- * cos x - 1 = 

cos ~ 

3 

sen x * cos — ■* sçn -2. * , 
3 3 


COS X = cos — 

3 


77 77 a , 

7T * tt + 2k7T 


' senfx + i) ::r. j_ 


* * — +■ 2kn 
2 


Método 3 


sen x + V 3 * cos x ^ 1 _±í— + v /3 * .1 “ 1 _ i —. 

1 * t 3 1 + t 3 

* 2t + vT ■■ vT -1 2 1 ■*■ T 2 =* íi + Vãít 2 - 2t + n ... Vãi - 0 
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C.229 Determinar x tal que 0 ^ x K 277 e sen x + cos x rr 1 L 
Solução 

Fazendo sen x - u e cos x - v, temos; 



(T) em (2); u* * {1 - u) 2 - 1 2u 2 ~ 2u » 0 

Existem, então, duas possibilidades; 

ÍJ :::DeV^1“U^1 ou u ^ 1 e v 1 - u * 0 

portanto $ ™ {o, y , 2 tt} 

0.230 Obter as soluções das equações abaixo, dentro do intervalo [0 f 2ff]: 
a) sen 4x -f cos 4x - 1 bí Isen xl + Icos xt * 1 

Ch 231 ÍMAGK-7Ü} Resolva no conjunto dos números reais a equação sen 2x * 1 - cos 2x. 


0,232 Discutir a equação em x: m * sen x + cos x - m 
Solução 

2t 1 - t 2 

Fazendo sen x = -s- a cos x ~ -—“■■■% , temos: 

t + x 2 1 * t* 

m » . * 1 h-Z»L = 2mt + 1 “ t 2 - m ■*■ mt 2 = 

1 +■ t 3 1 * t 2 

^ * 1}« t 2 - 2mt * í m -1) 31 0 

Esta última equação tem solução real se, e somente se, apresentar h > G, então: 
A 3 = 4m 2 ™ 4ím + 1)íffl“1l-4^0 o que ocorra para todo m reaí. 
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0,233 Discutir, segundo m, as equações seguintes: 
aí m■■ cos x - ím * 1 } * sen x = m 
bJ sen x + cos x & m 


92, Esenfj(x) * 0 ou loosfp(x}*0 

0 método de resolução consiste em transformar a soma em produto e 
tudar a$ possibilidades de anulamento de cada fator. 


exercícios 

C.234 Resolver as equaçòes: 

a) sen 7x + sen 5x^0 bí cos 6x + cos 2x * 0 

cl sen 4x - cos x ^ 0 dí cos 3x + sen 2x * 0 


Solução 

e) sen 7x * sen 5x - 0 2 * sen 8x * cos x ~ 0 

ff pQ&sibtffàsde: sen 6x ~ 0 6x - kfr x 

2? possibifirfede: cosx^O^x* ™ *kír 

S “ {x € lx - “Ou x = ™ + kTf} 

6 2 


krr 

6 


b) cos 8x + cos 2x “ 0 ”=> 2 * cos 4x * cos 2x ^ 0 


ff possibilidade; 

cos 4x - 0 4x - 

5- + kTT => X - 

2 

TT kTT 

6 4 

2f possibilidade: 

cos 2x st o 2x “ 

ü + k?r^ x ^ 

2 

?r + kTT 
4 2 

S = {x€ B 1 x ™ 

* ♦ ü? ou * - 

O 4 

tr + krr i 

d 0 ^ 
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c> sen4x - **Mj * x) - 0—^2 ■ seM ^ ™ j 


ff potsfoiHdotí*: sení ^ ^ 


n . 2ktr 
10 5 


2? postfbiffdade: cosí —■ * 2.) ^ 0 ’ 


S * {x € fft I x 


tt ., 2k?r 

6 3 


I ^ ou x 
10 6 


cosí ^2 ^ |- 0 
2 4 


5x £ 
2 “ 4 


, tt w rr 

4 2 


£ * ?ÍS£ 


dl cos 3x + cosí ™ - 2xí * 0 J 


* 2 * cosí ™ + J 


X íT L ^ X H £ 

ff jxm/AMb- 1 «>sí y + T =P 2 4 


+ £ « £ + kit 
4 2 


2f poss/Mírfed*.' cosí y "* ^ 


3ff , 2kff 

n liJil M I T 1 

6 


■ it 3fT . 2kTT "i 

S^{x€Rlx-^-s-2k!Tou x - — + '"g- -T 


C.235 Resolver as equações: 

a) sen mx + sen nx » 0 

bí cosax * cosbx -= 0 
CÍ sen 2x ** cosíx * ) 


(m, n EM*) 
(a, b e IR 1 *) 


0,236 Resolver as seguintes equações - . 

a) sen x + sen 3x + sen 4x + sen 6x « 0 

bí cos 3x + cos 7x “ cos 6x 

Solução 

aí Uen 6x + sen 4x) + (sen 3x 4 sen x) °= 0 
^ 2 * sen 5x ■ cos x + 2 * sen 2x * cos x * 0 = 

=** cos x * íseo 5x + sen 2xí * 0 

?x 3x a 

=&■ 2 * cos x ■ sen — * cos -j- u 


11VC 


7? pombíUútdç; 

cos x - 0 =*» X . 1 
2 

+ kTT 


2$ possibtôd*Mfc; 

sen 2^ - 0 x - 

2kíT 



2 

7 


$? po£stbtfi<f#c/e: 

COS ■3^ “ 0 =*=$- x * 

£ + 

2k7r 


2 

3 

3 

S ^ (x€ R 1 x ~ 

£ + kTT, x » *** 

ou X 

m z + 2kir i 
3 3 J 


2 7 


bJ íco$ 7x * cos 3x1 - co$ 5x = 0 =** 2 * cos Sx * cos 2 x - cos 3x «■■ 0 

==*■ 2 * cos 5x (cos 2x - JL | £ 0 =* 

2 

í? pdsíífttfÁtfBcfe; cos 5x - 0 ™«> x h JL * 

10 5 

2? pOíSífrtfwfode. oos2x ™ — sãs» x si ± — * kTT 

2 6 

S - {x € R I X - JL + *? ou x . ± 1 + k tr} 
lü o 6 

Ch 237 Resolver a$ equações: 

a) sen 5x * sen x ~ 2 * sen 3x 

bí cos x + cos{2x * aí + cosí3x + 2a1 ~ 0 

cí sen 7x * cos 3x ■ cos 5x - sen x 

C238 Determinar x tal que 0 < x < n e cos 3 fx * a) + cos 2 íx - a) ^ 1, 

C,239 Determinar x tal que sen 3x * cos 2x - sen x - 1 e 0 < x < 7r. 

C^40 fMAPOFEÍ-74) Determinar o angula x, medido em radianos, que satisfaz a iguaF 
dede: 

Seníx + ™ } + senfx - ™) « ^ííjí 
4 4 2 


C.241 (MAUÁ-771 Dado o sistema 

j seníx + yí + seníx - y) - 2 
\$en x ■+ cos y * 2 

ai mostre que o par (xo, yo> com x 0 = 2rr e y 0 ~ nâb ê. solução do sistema, 
bí resolva o sistema, determinando todas as soluções (x f y) H 

C*242 ÍFEI-77Í Resolver o sistema: 
ísen a + cos b ^ 1 

U" Ltb. cw Ui* = 1 

K 2 2 2 
sendo, a e b, do 1? quadrante. 
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EXERCÍCIOS 
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VIL FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 


95* Função Arco-Seno 


A função seno, isto é + f; R -► 

te não sobrejetora (pois 2 x € IR 

x , 5tt tt 6?r , 

li =£ ^zz e sen - = sen L 


R tal que f{x! * sen x é evidentemerr 
tal que sen x = 2) e não injetora (pois 


Se considerarmos a função seno restrita ao intervalo [- ^ ™ ] e com 

contradommio [- 1 , 1 ], isto é, g: ^ ™ 1 -► [- 1 , 1 ] tal que gíxí = senx f 



t?) g é sobrejetora pois para todo y € [-1, 1] existe x6 [-- ( 
tal que sen x ^ y; 

2 ?! g é injetora pois no intervalo [- \ ~ ] a função seno é erescen- 

£. À 

te, então: 

Xj x 2 =b> sen X! # sen x 2 


Assim sendo, a função g admite inversa e g" 1 é denominada função ar- 
cose no. Notemos que g™ 1 tem domínio [-1, 1], oontradomínio [- — , - I 
e associa a cada x G [-1, 1] um y € [- | , | ] tal que y é um arco cu¬ 
jo seno é x (indica-se y = arc sen x), Temos, portanto, que: 
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Já vimos que os gráficos de duas funções inversas entre si sao simétricas 
em relação á reta que contém as bissetrizes do 1? e 39 quadrantes, então a 
panír do gráfico de g obtemos o gráfico de g" 3 : 



exercícios 


C,24S Determinar ü t tal que ür ^ arc sen — 

2 ' 


Solução 

Temos: 


Cl - arc sen — sen a ^ 1 e - - 

2 2 2 


£ * 


isto è, arc sen I nio ê qualquer O taí que sen 0=1 mas aquele a (único) 

que está no intervalo [- — . ™ 1 isto é O = - 
2 2 6 


C.247 Determinar os seguintes números: arc sen 0, arc sen arc sen (- - } arc sen 1 e 

2 2 H 

arc sen (-1). 
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96. Função arco-cosseno 


A função cosseno, isto è, f: IR -+ IR tal que f{x) ^ cosx é não ^p- 
brejetora (pois 3 x € IR tal que cos x ~ 3} e não injetora (pois 0 ^ 2 tt 
e cosO “ cos 2#). 

Se considerarmos a função cosseno restrita ao intervalo [0, n] e com 
comradomínio [- 1 , 1 ], isto é, 9 : [0, w] - [-1, 1] tal que g{x) = cosx, 
notamos que: 



1?) g è sobrejetora: V y E [-1, 1], 3 x E [0, jt] I cos x = y; 

2?) g è injetora: V x,, x 2 £ [0, jt], x, * x 2 =*■ cosx 3 * CO sx 2 , poisg 
è decrescente. 

Assim, g admite inversa e g * è denominada função arco-cosseno. Note* 
mosque g" J tem domirtio [-1,1], eontradomfnio [0, -ff] e associa a cada 
x e [“'(( 1] um v £ [0, 7r] tai que y è um arco cujo cosseno è x (indica- 
-se v 1:1 arc cos x}. Temos, portanto, que: 


61 ■ ■■ ■_ ' ■■■■ 


V a* arc eot x ^ 

cos y = X ô . 0; < y < iáríij 


Como os gráficos de g e g™ 1 são simétricos em relação á reta y = x, 
podemos construir o gráfico de q" 1 a partir do de g. 



exercícios 

Cí252 Determinar (X tal que Ct - ate 

2 

Solução 

Temos: 

ft - arc cos ^ —► cos a = ?ÇÜ 
então a »■ i. 


C2S3 Determinar os seguintes números: arç coa 1 arc cos — arc cos ^2 


a?c cos 0 r 


arc cos (-1). 


t-jtíw Calcular tgíarc cos —- ] 
6 


Solução 


Fazendo arc cos 


et, temos: 


cos Ct 


f * 0<a< * 


então 
e tgü 


sen ot sr + 

* & 
cos O 


V1 - cos 2 a “ + 

Vã? 

2 ' 



V2Í 

S 
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C,255 Calcular seníarc cos í- ™ }) 

5 


C-256 Calcular cotg íarc cos y ). 


C.257 ÍFEI-76) Senda A do primeiro quadrante e @rc sen k = A, ache arc cos : 

C-258 Calcular seoíarc cos — + arc sen — } 

13 25 

Solução 

K 

Fazendo are cos — ~ ot f temos: 


cos Oi - ™ a 0 < Ce <n 

13 


então sen ür = + / i _ f JL } 2 ^ ]2 

V 13 13 

Fazendo arc sen 2- = £ tsmos; 

25 


sen 0 ^ -L e ~ < S < ü. 

25 2 P 2 


então cos 


0- + /"i - f Z} 2 = 22 
V 25 25 


Finalmentíf, temos: 

seníOí + £) =ü. sen ír * cos 0 + sen $ * cos <2 - 


12 t 24 ^ 7 , 5^ 

13 25 25 1 13 


288 + 35 323 

325 “ 325 


C.259 Calcular: 


aí seníarc cos ™ - arc cos ü- } 
5 13 

b) cosíarc $en — - arc cos ™ í 
25 13 


cí tgf2 * arc cosí- — H 
5 

dí cosí Í * arc cos — } 
2 25 


C-260 íMAPOFÊI-72) Seja a função ffxí - cosí2 arc cos x), ~t < x <1. 
aí Determinar os valores de x tais que fíxí - 0 


b) Esboçar o gráfico de gíxí «?. 
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97, Função arco-tangente 


A função tangente, bto é, f: (x 1 x ^ ^ + kir} Fl tal que f(x) - 
= tg x é sobrejetora Spoh V y £ IR, 3 x 6 IR e x ^ ^ kir tal que 

tgx » yS e não injetora ípois 0 ^ ff e tg 0 ** tg*rí- 

Se considerarmos a função tangente restrita ao intervalo aberto b 
e com contradominio R, isto é, 

9 . yJL,2L[ - r 
9 J 2 2 

tai que gíx) ^ tg x, notamos que: 

1 ?) g também é sobrejetora; 

2 ?| g é injetora pois no intervalo I- ; — L a função tangente é crescen¬ 
te, então: 



Deste modo a função g admite inversa e g ! é denominada função arco- 
tangente. Notemos que g™ 1 tem domínio R, contradominio ]- ^ [ ® 

associa a cada x £ R um y £ ]~ |, -|t tai que y é um arco cuja tan¬ 
gente ê x {indica-se y = arctgxj. Temos, portanto, que: 
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Como de hábito vamos construir o gráfico de g" 1 a partir de g, 



EXERCÍCIOS 

C.261 Determinar üc xs\ qye a - 3 rc tg K 
Sol u$ão 
Temos* 

a-arctgl *=* tg <* - 1 e - -<(*<£ 

2 2 

isto é r úr =4 ü 

4 


C262 Oetermiear os seguintes números: arc tg 0, arc t 8 V^ erc ,g (- 1 ), . arc tg 
C263 Calcular seníarctg V?) F 


Solução 

Fazendo arc tg VT - Ot, temos; 

t»«-Vã e - JL <*< JL 

2 2 

BOtáfo 

sen 2 a = . X . _2_ 2 

1 * tg*0í 1*2 3 


sen a - * 


1 

3 


V? 

3 


C.264 Calcular çasíarc tgf- 
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Ç t 2&& Cabular tgiarc sen 5- - arc tg — ), 
5 12 


Solução 

3 

Fazendo arc sen — * a, temos: 


sen â = ~ e - £ < a < 1 _ então: 

v J 2 


COSÍ* - + / 1 .. JL = í e tüQ 

V 25 5 U 


Fazenda arc tg 


Final mente, temos: 


$ r temos tg 6 « A . 

12 


tgta - 19) - .. ^ 

t + tg « - tg J 


3 ^ _S 

4 12 
.36 


15 

48 _ 16 
63 “ 63 


X 

C.266 jQálcular: 


12 48 


a) senísrc tg 2 + arc tg3) 


b) cosíarc tg 2 - arc tg 1 ) 


cl tg Í2 * arc tg 


rfí cos Í3 ■ arc tg — \ 
1 


0,267 Demonstrar a igualdade 

V* 

jh, /,vts . + arn i 


+ arc COE "= = arc tg 1 
V 10 


Solução 
(?) Faça mo 


s CL ^ arc sen 


VI, f . 


7 - arc tg 1 ( 


sen a * ^ e -jL<«<jI =5 .o<a<£. 

5 2 2 4 

cos 0 ** — — e 0 K |3 < 7T ==» O < 8 < JL 
VlG 4 

tg 7-1 e - £ < 7 < ü 7 ^ JL 

2 f 2 ' 4 


0 < Qf + íí < JL 

2 
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( MJ Calculemos 


tgtó + $ - tflp 

1 - tsí 


sen a , sen ff 
cosa cosff 

1 , sen a ( sen / 

COS Qt COS f 


yr i 

5 t \/~fü 
3 

5 \TR) 


1 . i . 1 


= i = i9 y 


Conclusão 

Q <<* + ff < ^ 'j 
2 

0 <y < í. ► 

tgíar +■ ff) - tg 7 j 


et + ff ^ 7 


C.2S8 Provar as seguinm igualdades: 

aí ÍÍTAJUBA-77) arc tg 1 + arc tg 1 = £ 
2 3 4 

b) arc sen —3™ + arc cos _£_ = £ 

V? Viõ 4 

d arc cos - + arc cos * arc eos 1^ 

5 13 65 

dí arc sen 25 - arc sen 2 B arc t g - 
25 5 H 4 

0,298 Provar que 2 * arc tg 1 + arc tg 1*. * — L 

3 7 4 

Solução 


Fazendo arc tg - -a, temos: 

4 2 2 4 

Fazendo arc tg y = j3, temos: 

t8 0 * 1 e - 1 <0 < £ =>o <0< * 


> 0 < 2a < 
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C.270 Provar as igualdades: 

aí 2 * arc tg 2 =f arc cos ^ i 

. . 1 t 11 TT 

b) 3 * arc sen T * arc cos — = — 

4 16 2 
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EULER 


Leoohard Euler nasceu em Basiléia, Suíça, onde seu pai era ministro religioso 
e possufo alguns conhecimentos matemáticos, 

Euler foi aluno de Jean BernouEli e amigo de seus filhos Nicoiaus e Daniel 
recebendo ampla instrução em Teologia, Medicina, Astronomia, Física Linouas 
orientais e Matemática, ' 9 

. . ? om ° ® UXlli0 de Sernoül!i entrou Para a Academia de S. Petersburgo 

, 3 l a „ por Catanna *• «^Pando um lugar na seção de Medicina e Fisiologia, e 
em 1730 pesando à seção de Filosofia por ocasião da morte de Nicoiaus e afasta¬ 
mento de Daniel. Tornando-se o principal matemático já aos vinte e seis anos 
edicou-se profundamente á pesquisa compondo uma quantidade inigualável de 
artigos, inclusive para a revista da Academia. 

Em 1735 perdeu a visão do olho direito mas suas pesquisas continuaram 
intensas chegando a escrever até mesmo enquanto brincava com seus filhos 

. - Conqu !f° n u reputaçã0 inte rnacional e recebeu menção honrosa na Academia 
cias Uenaas de Paris bem como vários prémios em concursos 

Convidado por Frederico, o Grande, Euler passou 25 anos na Academia 
de Berhm, voltando à Rússia em 1766. 

Euler ocupou-se de quase todos os ramos da Matemática Pura e Aplicada 
sendo o maior responsável pela linguagem e notações que usamos hoje; foi o pri- 
meiro a empregar a letra e como base do sistema de logaritmos naturais a letra 
Vt" razão emre comprimento e diâmetro da circunferência e o símbolo i para 
V-1. Deve-se a ele também o uso de letras minúsculas designando lados do triângu¬ 
lo a maiusculas para seus ângulos opostos; simbolizou logaritmo de x por 1x usou 

. P f a T diCar Sdiça ° e fíx) para ím &° de *- de outras notações em Geome- 
tria ( Álgebra* Trigonometria e Análise, 

Euler reuniu Cálculo Diferencial e Métndo dos Fluxos num sò ramo mais 
gerai da Matemática que é a Análise, o estudo dos processos infinitos, surgindo 
assim sua principal obra, em 1748, a "introdução à Anàiise infinita ", baseando-se 
fundamentalmente em funções, tanto algébricas como transcendentes elementares 
(trigonométricas, logarítmicas, trigonométricas- inversas e exponenciais) . 

Foi o primeiro a tratar dos logaritmos como expoentes e com idéia correta 
sobre logaritmo de números negativos, 

Muito interessado no estudo de séries infinitas, obteve notáveis resultados 
que o levaram a relacionar Análise com Teoria dos Números, e para a Geometria 
Euler dedicou um Apêndice da "introdução" onde dá a representação da Geometria 
Analítica no espaço, 

Euler escreveu em todos os níveis, em várias línguas, publicando mais de 
500 livros e artigos. 

Os dezessete últimos anos de sua vida passou em total cegueira mas o fluxo 
de suas pesquisas e publicações não diminuiu, escrevendo com giz em grandes 
quadros-negras ou ditando para seus filhos. 

Manteve sua mente poderosa até os 76 anos quando morreu. 

Euler foi descrito paios matemáticos da época como sendo a própria "Aná¬ 
lise encarnada". 


CAPÍTULO VIII 


INEQUAÇÕES 


L INEQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 

98v Sejam f e g duas funções trigonométricas de variável x, Resolver a ine¬ 
quação fíx) < gíxí significa obter o conjunto 3, denominado conjunta-solu¬ 
ção ou conjunto-verdade, dos números r para qs quais f(r) < gír) è uma sen¬ 
tença verdadeira. 

Quase todas as inequações trigonométricas podem ser reduzidas a inequa¬ 
ções de um dos seguintes seis tipos: 

sen x > m 
2 ?) sen x < m 
3 ?) cos x > m 
4 ^) cos x < m 
5 ?) tg x > m 
6 ^S tg x < m 

onde m é um número real dado. Por esse motivo, estas seis são denominadas 
inequações fundamentais. Assim, ê necessário saber resolver as inequações fun¬ 
damentais para poder resolver outras inequações trigonométricas. 
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ML RESOLUÇÃO DE sen x < m 


101. Marcamos sobra os eixo dos senos 
o ponto tal que OPj - m, Traça- 
mos por P* a reta r perpendicular ao 
eixo. As imagens dos reais x tais que 
sen x < m estão na intersecçao do ci¬ 
clo com o serm-plano situado ebaíxo de 

Finalmente, partindo de A e per¬ 
correndo o ciclo no sentido anti-horário 
até completar uma vo Ha, descrevemos os 
intervalos que convêm ao problema. 



102, Exemplo 



EXERCÍCIOS 


C*271 Resolver a inequação 


0 ^ sen x 


2 


Solução 

A imagem de x deve ficar na mter- 
secção do eido com a faixa do plano 
compreendida entre r a Temos, 
então: 


0 + 2kír < x < ™ + 2kír 
3 

ou ?£ 4 2k# < x < ff + 2kiT 

3 



$ 
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C212 Resolver a j nequa çã 0 ^ > q 


C.273 Resolver a inequaçãb sen x < - 


0,274 Resolver a inequação - 1. < senx < V 2 

2 jT ■ 


C.276 Resolver a inequação Isenxl > 


Solução 


ou sen x ^ ^lJL 
2 

A imagem de * deve ficar na Inter 
secção do cicio com o semi-plano situa¬ 
do abaixo de r cu com o semi-piarco 
situado acima de s. 


Assim, temos: 

?- + 2k?r ^ x ^ — 


2k7T ou 


T + 2k7T < * < ~ + 2kjr 


Mjl JI 

_3 ^ - 4-^ 3' 

|\/3 \ 




-'"'Sír 

3 M', 3 


C.276 Rasoivar a inequação isen *| < 


C^27 Resolver a inequação Uvn x 1 > 


C.278 Resolver a inequação 2 sen 2 * < sen *. 
Solução 

2 sen 2 x < sen x 

<8ffi= * r 2 sen 2 x - sen x <C G 

*^ ss> 0 < sen x < 1 

2 

Examinando o ciclo trigonométrico, 
obtemos; 

2kn < x < + 2>íír 

6 


g - + 2k!T < * < JT + 2k7f 
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coN 


2 t». 

C.279 Resolver a inequação 4 sen x ^ 1. 

C.2S0 Determinar x E [o, 2?r] tal que sen 2x > 0. 

Solução 

Fazendo 2x - y, temos a inequação sen y > 0, 

Examinando o ciclo, vem 

2ktt < y < TT * 2k?T 

Como x - , resulta: 

2 

kit x <C ™ + kTT. 

2 

Mas x 6 [O, 2 tt], entfo só interessam as soluções particulares em que k - 0 ou 1 

k .0=>0 <*<! 

OU 

k - 1 =>1T <x < 55 
2 

C.2B1 Resolver a inequação sen 2x > 1 supondo x E [o, 2tr]. 

C.282 Resolver a inequação sen 3x ^ supondo x E [O, 2 ttJ. 

0.283 Resolver a inequação ^ < sen x * cos x < 1 supondo x E [o, 2ít]. 

C.284 Resolver a inequação g2*S£n ^ i supondo x E [o, tr]. 

C.285 ÍMAFOFE1-72) 

al Para quais valores de x existe log 3 í2 sen x - 1J? 
b) Resolver a equação 

log^2 sen x - II - log 4 í3 sen 2 x 4 sen x + 2). 
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IV. RESOLUÇÃO DE cos x > m 


103, Marcamos sobre o eixo dos cosse 
ms o ponto ? 2 tal que 0P 2 Traça^ 
mos por P 2 a reta r perpendicular ao 
eixo. As imagens dos reais x tais que 
cos x > m estão na intersecçao do cr 
cia com o semi plano situado á direita 
de r* 

Para completar, descrevemos os in^ 
tervabs que convêm ao problema, 

104, Exemplo 




V K RESOLUÇÃO DE cosx < rti 


105, Marcamos sobre o eixo dos coss^ 
nos o ponto P 2 tal que OP 2 - m, Traça^ 
mas por P 2 a reta r perpendicular ao 
etxo. As imagens dos reais x tais que 
cos x < m estão na mtersecção do ei¬ 
do com o semi plano situado è esquer 
da de r. 

Completamos o problema descri 
vendo os intervalos que convêm. 
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306, Exemplo 


Resolver a inequação 



exercícios 


0,286 Resolver a inequação 


— ^ cos x <0, para x [0 H 2 tt]. 
2 


Solução 

A imagem de x deve ficar na ímersccção do cicio com a faixa do plano compreem 
dida entre r e s. Temos* então; 


_7T 

2 


^ x 


3jT 

^2 


0,287 Resolver a inequação ces x > ~ ™ - 

V*2 

C,28S Resolver a inequação cos x < —- - 


€,289 Resolver a inequaçao - ^ cos x 

V^3~ 

0,290 Retiver a mequaçao Icos xl <C * 


0 291 Resolver a inequação icos xl ^ 
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0,282 Resolver a Inequação cos 2x + cos x < *1. 


SoIuçIq 

cos2x + cosx <- 1 «=t. E2 t: os 2 x - 1) + cosx <=> 
***■ 2 cos2)í + cos x < 0 *=x - 1 < COS X < 0 


Examinando o cicio trigonométrico, obtemos: 


l + 2ktr < x « ** + 2kff au 


^ -t. 2k5T < x < M + 2k7T 


C.283 Resolver a inequação 4 cos 2 x < 3 . 


CUÍ94 Resolver a inequação cos 2 x > cos k 


C.29S Resolver a inequação $en x + cos x > 


Solução 

sen x + cos x > 


sen x 4- sen( JL - *] > 

2 2 


2 ' sen T * cos(x ' í > > ~ cosfx - í ) > 1 
* ã 4 2 

Fazendo x - I - y, temos a inequação cos y > 1 . Examinando o cicio, vem 

2k7T<y < — + 2k7T 
3 


+ 2kn<y < 2 rr + 2kn 


|- + 2kjr < x ^ + 2ktr ou ^ + 2krr < x < SE + 2 ktr 


pois x = y + 


C L 29€ Resolver a inequação sen x 4 cos x < 1 H 

C.297 Determinar x E [o, 2 rr] tal que cos 3 x < J_ 

2 ' 


Solução 


Fazendo 3x - y, temos a inequação cos y < 1, Examinando o cicio, vam: 

v + 2k7t < y < 7 ? + 2ktr 

o t 


134-C 


Como x resulta: 

£ + 2H < x < E + ?H 

9 3 9 3 

(Vias x € [o, 2íí], então só interessam as soluções particulares em que k ~ 0 ou 
1 ou 2: 

k = 0 ^ 1 <x< f 
ou 

7V ^ ^ 1 17T 

k - 1 ^ -j- < * “7T” 


_ ... 133T ^ v Mn 

l( ::* 2 .. X ^ 

^ * rt n 


— 

C.Z98 Resolver a inequação cos2x ^ supondo x E [O, 2 ít] l 

C.299 Resolva a inequação co$4x > - 1 supondo x E [ü, 2?f]< 


0,300 Determinar x € (o, 2n] taí que 00 ** < 1< 

COS íX 

Solução 

1) Fazendo cos x = y e lembrando que cos 2x » 2cos 3 x - 1, temos: 

V < i «* —2 -i <0 2v 'v T >Q 

2yi _ 1 2yi - 1 V - 1 

\l) Fazendo o quadro da sinais; 


V - y - 1 


2 y 3 - 1 


2y - y ■■ 1 
2y 2 -’l 


V 2 _ 1 

2 2 



^ vT i 

concluímos que o quociente é positivo para y ou ^ ^ V ^ 

ou y 1 l 
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(N) Examinando o ciclo trigonométrico, para 0 «í * < 2 n, ternos; 
^ ^ .... 


~ <=» H < x < 5?r 


fl. <x< 35' 

, 4 3 

2 < CM * < — | o** 


^ < X < Z? 


cos X > 1 X ^ o OU 21T 


portanto: 

s - {*! x - 0 oo z < * < I? OÜ 2 ? < x < ç ou 

? <*< ? ou x.2*} 

a inequação 2 COS 2 x + tojjí - i ^ 

coi 0 stJ f»ndo x G [o, n ]. 

C,302 Resolver a inequação Co s 2x * * * 1 -> 

cos 2 x " ^ 2 supondo x E [o, 7 rj. 


C.303 Resolver a Inepuação a 005 2 *<VT supondo x E [o, 4 
C-304 Determinar o domínio da função real f dada por fíx! - / 


V cos x 


Solução 

I) Devemos ter CQS ^0 
cos x 


llí Fazendo cos x = v . temos: 

cos 2x Ov 2 i 

- > 0 *=► Áy ~ 1 > n 

cos x ^ v 

Mlí Fazendo o quadro de sinais; 


. o VT 
2 2 
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C,3Õ7 IMACK-71} é dada a equação 

(2 cos^QÍ x 2 - Í4 cos a) x + Í4 co$ 2 oc - 1} ^ 0 
sendo 0 ^ üt ^ JT, 

a) Para que valores de a equação tem soluções reais ? 

b) Para que valores de a a equação admite raües reais negativas? 

C.3Q8 Para que valores de x, x 6 [o, 2 tt], verificais a desigualdade: 
log co $ x Í1 + 2 cosxí ^ ldg co$ x (1 + cos x) > i ? 

C.309 Que valores de x t x ^ [o, 2 ít] verificam a inequação Vi™ cos x <£ sen x ? 

C.310 ÍMACK-72) Resolver, separadamente, cada um dos sistemas abaixo: 


fsen x > 1 

Uos x ^ ^ 
2 


fcostsen xl > D 
U&nteos x> < 0 
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VL RESOLUÇÃO OE tg x > m 


10 ?, Marcamos sobre o eixo das langerv 
tes o ponto T tal que ÃT - m T Tra¬ 
çamos a reta r ^ OT* As imagens dos 
rsais x tais que tg x > m estio na 
íntersecção do ciclo com o ângulo rÔv. 

Para completar descrevemos os in¬ 
tervalos que convêm ao problema. 



108 Exemplo 

Resolver a inequação tgx > 1. 

Procedendo conforme foi indicado, 
temos: 

~ + 2kn < x < | + 2kir 
OU 


— + 2kn < X < ^ + 2kn 

que podem ser resumidos em 
~ + kír < x < | + krr 



VII. RESOLUÇÃO DE tg x < m 

189. Marcamos sobre o eixo das tangen¬ 
tes o ponto T tal que ÃT ** m. Tra¬ 
çamos a reta r * OT. As imagens dos 
reais x tais que tg x < m estão na 
intersecçao do ciclo com o ângulo vÔr. 

Para completar descrevemos os in* 
tervalos que convêm ao problema. 
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118. Exemplo 
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C.316 Determinar x E [q, 27rl tal que 1 *£ tg 2x < s/lí 
Soluçfo 

Fazendo 2x ^ y, temos a inequação 1 < ts v <V1[ 
Examinando o eido, vem: 

£ + k?r < y < — +kíT 

4 3 


Como x 
7T + kg 

a 2 

Mas x E 
1 ou 2 


resultar 


<*< S. + w 

6 2 


[o, 2 tt], então 96 interessam a$ soluções particulares em que k ™ 0 ou 
ou 3: 

| <x<l 
8 6 


‘OU 
k * 1 


? < X < 2E 


ou 

k - 2 


2í <*< 2S 


ou 

k * 3 ^ 


i |5 <*< ar 


C.317 Resolver a Inequação ts2x>~V r 3 Supondo x E [o, 2ir], 

C.318 Resolver a inequação tg a 2x ^ tg 2x supondo x E [o, 2ff] t 
C,319 Resoíver a inequação tg a 2x <3 &ipondo x E [o, 2ít]* 

C‘320 (MAaOFEI-75) Resolver a inequação: sen x > cos x, para 0 < x < 2tt 


CAPÍTULO IX 

TRIÂNGULOS 

RETÂNGULOS 


i. ELEMENTOS PRINCIPAIS 

111. Sabemos que um triângulo é retângulo quando um de seus ângulos internos 
è reto. 

B A 




Como é habitual, vamos utiMarar a notação seguinte para os elementos de um 
triângulo ABC: 

fados: AB, BC, AC 
4ngub$ internos: BAC, ABC, ACB 
medidas das fados: a = medida de BC 
b ss medida de AC 
c & medida de AB 

medidas dos ênguhs : A - medida de BAC 
§ w medida de ABC 
C = medida de ACB 
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Sempre que tratarmos de um triângulo ABC retângulo, daqui por diante 
estaremos pensando que o angulo interno A mede 90°. 

Sabemos que o lado BC, oposto ao ângulo reto, é chamado hipotenusa e os 
lados AB e AC, adjacentes ao ângulo reto, são chamados catetos do triângulo ABC. 

Para simplificar nossa linguagem diremos que o triângulo ABC tem hipo¬ 
tenusa a e catetos òec, isto é, vamos confundir BC, AC, AB com suas respecti- 

vas medi da w, b, c. Analogamente, diremos que os ângulos internos do triãnttulo 
são A, B e C. 


112, Neste capítulo vamos desenvolver uma teoria geométrico-trigonométrica que 
permite calcular as medidas de segmentos ou ângulos de um triângulo retângulo, 
partindo de um número minimo de dados. 


II. PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS 

113. Provemos algumas relações notáveis entre segmentos de um mesmo triânou- 
lo retângulo. 

Se tomarmos um triângulo ABC retângulo e conduzirmos AD perpendicular 
a BC, com D em BC, obtemos; 

AD ™ altura relativa ã hipotenusa {medi- 
da: h) 

BD « projeção do cateto AB sobre a hi¬ 
potenusa {medida: m) 

CD = projeção do cateto AC sobre a hi¬ 
potenusa ímedida: n) 
e C-2 pois AB i AC e BC 1 AD 


A 



Na figura anterior podemos observar três triângulos AABC, ADBA e ADAC 
que são semelhantes por apresentarem ângulos dois a dois congruentes. 


A 



A A 



Temos, então, as seguintes propriedades: 
1?) AABC - ADBA =-> £ - ^ 


■ am 


AABC - ADAC 


1 ÍL 

b * n 




isto é, cada cateto ê média geométrica entre a hipotenusa e a projeção dete sobre 
eia. 


2?} AABC - ADBA 


bc = ah 


isto ê r o produto dos catetos è igual ao produto da hipotenusa peta altura relativa 
a ela. 


h m 

3?) ADBA - ADAC ã ** h 

h 3 w mn 

isto é, a altura relativa à hipotenusa è média geométrica entre os segmentos 
que determina na hipotenusa* 

4?) Teorema de Pitâgoras 

Somando membro a membro as duas primeiras relações, temos: 

c 2 “ am \ . . .. ^ b 1 + c s ~ an + am ™ a(n + ni) = aa a 1 

b 2 = an / 

b 3 + c? * a 2 

isto è r 8 soma dos quadrados dos catetos è igual ao quadrado da hipotenusa. 
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114. Outra propriedade notável dos triân¬ 
gulos retângulos pode ser vista se tomar¬ 
mos os pontos médios dos lados {M, N, G) 
e ligarmos conforme a figura, O polígono 
AMON é um retângulo, portanto: 

OA = MN = — 

2 

isto è, a mediana relativa à hipotenusa 
é igual à metsde 

Como conseqüência temos que 

DA s OB - OC * - 
2 

e ( portanto, todo triângulo retângulo po< 
de ser inscrito em uma circunferência cu¬ 
jo diâmetro èa hipotenusa. 



EXERCÍCIOS 

C.321 Calcular o$ ©iemeruos indicados na figu< 
rs ao lsdo< 
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C.326 Um triângulo isósceles A8C tem base a ^ 12 a está inscrito mtms circunferência 
diâmetro 2R - 20. Calcular as medidas dos lados t e c do triângulo. 


Solução 

Ligando o vértice A ao centro 0 da cir¬ 
cunferência, obtemos uma reta que cor* 
ta a circunferência em D< Notemos que o 
segmento AD ê diâmetro. Notemos ainda 
que AD é mediatm do segmento BC, 
portanto AD i. BC e BM ™ MC H Des¬ 
tacando o triângulo ADC, temos: 

6 2 - yí2Q - yí =*■ V 2 - 20y + 

+ 36 íO -is* y ^ 2 ou y * 18 

então: 

s B 2 * V 2 - > b 2 -L 40 ou 

b 2 = 360 

Resposta: b ^ c = 2VlÕ OU 

b - c - 6 \/To 



0^327 Calcular a altura de um triângulo isòsceíes conhecendo o raio fl da circunferência 
circunscrita e a base a. Dados: R * 5 e a ^ 8, 


€.328 Calcular o raio da circunferência circunscrita a um triângulo isósceles de base 6 tendo 
outro lado medindo \f 90. 

€.329 Um ponto P diste d - 13 do centro 0 de uma circunferência de raio R * 5, 
Se traçarmos por P uma reta tangente à circunferência no ponto T< qual a medtda 
do segmento PT? 

C.33D Calcular o lado de um octógono reguiar inscrito em uma circunferência de raio R< 
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Hl. PROPRIEDADES TRIGONOMÉTRICAS 


115, Vamos provar as três propriedades 
pus relacionam as medidas dos lados e 
as dos ângulos de um triângulo retângulo 
ABC, 

Para isso vamos considerar uma cir¬ 
cunferência de raio unitário « centro no 
vértice B e vamos fixar um sistema uOv 
de referência como mostra a figura. 


1?) ABPPj ^ ABCA r então 

P|P ^ CA 
BP * BC 

ingulo p 0 „r^l U I. án9U '° aSUd ° é ^ “ " U ° CÍen " d ° —» —■ » 


2>) ABPP, - ABCA. entio 



Z°^1 C °TZ “ m án9U ' 0 ,9Ud ° ‘ ' 9U " ao ««o adjacente 

ao angulo peia hipotenusa, 

3*?) ABTTj ^ ABCÀ, então 



a » ud ° 4 ^ - *-*«• *«* «* 
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116. Observações 


1 ?) Notando que A + B + 6 - 1B0 Ü e Ã - 90°, decorre B +C - 90*, 
isto é, B eC sao complementares, portanto: 


sen C ™ cos B = 


c cateto oposto a C 
a hipotenusa 


^ £ b cateto adjacente a C 

cos C = sen B = - ~ .— — .. 

a hipotenusa 


^ 1 c cateto oposto a C 

ts tVl = b ~ cateto adjacente a C 

2?) Decorre das três propriedades vistas que, sendo dado um ângulo agudo 
B, se marcarmos sobre um de seus lados os pontos Ai, A*, A 3 , e conduzirmos 
por eles as perpendiculares AjC,, A 2 C 2r A 3 C 3 , ... íconforme a figura abaixo), 
temos: 



o „ A < C I ™ ^3^3 = 

sen a ~ g C( ■ B C, BC, 

[fixado B, o cateto oposto a B e a hipotenusa são diretamente proporcionais). 

c- BA, BA, BA 3 

0056 "" BC, = BCj BC S 

(fixado B, o cateto adjacente a B a a hipotenusa são diretamente proporcionais). 

£„ A (Ci _ A,C, __ A 3 C 3 
tgB ” BA, " BA, ~ BA s 

ífixado B, os catetos oposto e adjacente a B sao direta mente proporcionais). 
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EXERCÍCIOS 


C.331 Calcular os ângulos internos da um triângulo retângulo cujos ca tetos são b - 9 » 



12 


Resposta: B = aro 1g | e C *= arc tg | 


C.332 Calcular os lados de um triângulo retângulo sabendo que a altura relativa á hipotenusa 
e h - 4 e um angulo agudo é B - 30°, ^ 

C ' 333 mel Ul 4?f lad °'- de r ínÓn f'° rBtÍn9U '° sabert(fo • altura relativa à hipotenusa 
mede 4 e forma angulo de 18° com o eateto b. 

C 334 «to a 1 "", ,rÍâ " 9UÍ | retán9ül ° ABC *■"£"*> 9 U6 e » á ' — 'to em uma 

círcunrerencia de raio 3 e tem anguíos agudos tais que 8 ^ 2C, 

C,335 Calcular os ângulos agudos da um triângulo retângulo de hipotenusa 20 sabendo oue a 
mediana relativa a um dos eateto; mede 15, ' 00 que a 

C.336 jFFCLUSP-66) Na figura ao lado, os 

ângulos 

OÂjBj b GBj^Aj, i = 0, 1, 2 r 3, 
são retos, Ouanto vale a some dos $ag 
memos A 0 B 0 , AiB t , A 7 B 2f em f un - 
çao de A 0 B 0 ede£? 

C.337 Calcular o ângulo formado pela diagonal e o menor lado de^um retétgulo^ujo. 
estão na razão 

4 



C.338 Calcular a área de um triângulo isòscetes ABC cuja base é a * 8, sabendo que A - 48°, 


Solução 


Traçando a altura AM, o triângulo ABC 
fica diVidfdo em duas partes congruentes 
onde A'-£"^22*30', BM ^ MC ™ 4, 

tg 22°3Q Í = — ==> 

AM 


lg 22*30' 


4 y 2 + V2 

11 V? - vT 

í i+JTT 
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!p v. 36 , sabendo que os 


£ 339 caicuiar a altura da um triângulo isàsaeles de pei ímeuo 2 
ângulos adjacentes è base sao iguais a ar < : coS y 


c,340 Calcular o raio da circunferência circunscrita a um triângulo isòsceles de base a - 8 
e ângulo oposto á base A = 1 20 , 

c,341 Um reta determina, sobre uma circunferência de raio 10, uma corda de comprimento 
16. Qual é a medida do ângulo centrai sob o qual se vé a corda? 


C.342 Determinar o ângulo B de um triângulo ABC retângulo em A sabendo que se verifica 


1 2 

a relação — f 


’ onde? h é a altura relativa à hipotenusa. 


0,343 Em um triângulo ABC retângulo em A sabe-se que o ângulo agudo formado pelas 
medianas BM e CN é 0 = 30“, Calcular o ângulo C. 

C.344 Em um triângulo ABC retângulo em A traçam-se asjaissetrizes internas BB' e CC\ Sa¬ 
bendo que AS' - t e AC' - 1, calcular o ângulo Be a hipotenusa 3, 

0,345 Calcular os ângulos agudos do triângulo retângulo de hipotenusa a - 13m, sabendo 
que o ríiio da circunferência inscrita é r - 2, 

C.346 Um observador vé um prédio, construído em terreno plano, sob um ângulo de 60°. 
Afastando-se do edifício mais 30 m, passa a ver o edifício sob angulo de 45 . Quai 
é a altuia do prédio? 

Solução 

Ho tnánguío BXY, temos Y V 



£ 347 ímAUÁ- 8 S} Para medir a altura da torre vertical DE toma se, no plano horizontal que 
passa peia sua ba$e D, o segmento AB de^comprimamo 12 m e cujo pomo médio é 
C, Medenvse os ângulos DÃE, DBE e DCE verrficando^e Que DAE - DBE - 48 
a DCE - 60°, 

Determinar a aitura da torre. 


C,34S Calcular a distância entre os peiapeitos de duas janelas de um arranha céu, conhece 
do os ângulos la e ff) sobre os quais são observadas de um pomo O do solo, a distai 
cia d do prédio. 
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C,349 ÍMAÜÁ-65) Para obter a altura H da 
uma chaminé, um engenheiro, com um 
aparelho especial, estabeleceu 3 horizon- 
tal AB e mediu os ângulos Ce e $ tendo 
a seguir medido BC - h. Petermiiíar a 
altura do chaminé. 


C.350 1MAUÁ-67) Um observador encontra-se na Via Anhanguera em trecho letilineo, hp 
nzontal e situado no mesmo plano vertical que contém a totre de TV do caneí 13 F 
localizada no pico do Jaraguá, De duas posições AeB desse trecho letiiíneo e distan 
tes 80 m uma da outra, o observador vê a extremidade superior da torre, lespectíva- 
mente, sob OS ângulos de 30° e 3l°53 f . O apatalho utilizado para medir os anguios 
íot colocado 3 1,50 m acima da pista de concreto que está a 72l,E>Qm acima do nível 
do mar. Determinar a altura da torre em relaçêo ao nível do mar. Dado: tg 31°53' - 
- 0,62. 

C,351 ÍLINS-661 Tendo em vista as relações 



iV. RESOLUÇÃO OE TRiÃNGULOS RETÂNGULOS 

117, Resolver tim triângulo retângulo significa calcular seus elementos principais, 
isto é, seus ângulos agudos (B e C) e seus lados (a, b, c), Para obter esses ele¬ 
mentos é necessário que sejam dadas duas informações sobre o triângulo, sendo 
uma delas, pelo menos, a medida de um segmento ligado ao triângulo (lado, me¬ 
diana* mediatriz, etc), 

Hâ cinco problemas clássicos de resolução de triângulos retângulos, que abor¬ 
daremos com especial destaque. 
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118, 1? problema 


Resolver um triângulo retângulo, 
sendo dados; a hipotenusa í#} e um dos 
ângulos agudos {#), 

Solução 

c - a * cos B 

b - a - sen B 


C sp 90* - B 


119, 2? problema 



Resolver um triângulo retângulo, 
sendo dados; a hipotenusa (àí e um dos ca< 
tetos íb). 

Solução 


c 2 = a 2 - b 2 


B w 

— 

a 


c = Va 1 - b* 


B = arc sen — 
a 



cos C - 


^ C - arc cos 


120, 3? problema 


Resolver um triângulo retângulo, 
sendo dados: unr^cateto là ) e o angulo 
adjacente a ele (C), 

Solução 
c - b - tg C 



B - 90° - C 
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121, 4? problema 


Resolver um triângulo retângulo 

y ^driguio, sendo dados um cateto {b} e io 



122 , 5? problema 

Hesolver um rtón9ulo . sendo os ^ ^ ^ > ^ 


c 



exercícios 

C.352 Resolver um triângulo rrónguio ABC conhecendo a medida d3 b - , . 

^ =i 5 e o angulo C :... 30 ü 0 03 Qíi bissetriz inter- 

Sotução 
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C,353 Resolver um triângulo retângulo ABC sendo dados b = 3 e a - e ^ \/~Z. 

C,354 Resolver um triângulo ABC retângulo em A sabendo que a + b *= 1$ e a + c ™ 25, 


C,35S Resolver um triângulo retângulo ABC sabendo que a « 4 e e medida da bissetriz 
interna B£ è % ^ 6\/2 - 2\/¥ 

C,356 Resolver um triângulo retângulo conhecendo a altura h - 1 relativa à hipotenusa e a 
perímetro 2p ~ 2%/ST+ 2. 

C,357 Resolver um triângulo isósceles ABC sabendo que a altura relativa á base BC mede 
h ^ 24 e o perímetro b 2p= 64. 

C 358 Resolver um triângulo retângulo ABC conhecendo o raio r ^ 2 da circunferência 

60 

mscma e a altura h ™ — relativa á hipotenusa. 

C.36& Resolver um triângulo retângulo ABC conhecendo a altura h - 2 relativa á hipoteca 
sa e o raio r‘ ™ 2\f2~+ 2 da circunferência ex inscrita situada no angulo reto. 
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CAPÍTULO X 


TRIÂNGULOS 

QUAISQUER 


I. PROPRIEDADES TRIGONOMÉTRICAS 


123. Lei dos cossenos 


Em qualquer triângulo, o quadrado de um lado é igual a soma dos qua¬ 
drados dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados peio cos¬ 
seno do ângulo formado por eles. 

Demonstração 

1?) Seja ABC um triângulo com Ã < 90° 



Mas, no triângulo BAD: m ~ c * eos Á, 


Logo: 


a 2 ~ b 7 + c 2 - 2be * cos Â 
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EXERCÍCIOS 


0,360 Dois lados de um triângulo medem 8m 8 12 me formam entre si um èngulo de 120°, 
Calcular o terceiro lado, 

Sotuçao C 

Adotando a notação da figura ao lado e \ 

aplicando a íei dos cossenos, temos: \ a 

a 2 - b 2 + c 3 - 2bc * cos A - \ 

= S 2 + 121 - 2 • 8 - 12 • C0Í 120 o = b-8 \ 

64 ■+ 144 + 96 - 304 

eotéTo a ~ \/304 ^ 4^/^™. A CJn: i 2 B 

C,361 ÉFEi-77) Calcular c, sabendo que 

b = 3\Í2 8 \ b 

e — >-4 

C,362 {MAPOFEI-76) Dois fados consecutivos de um paralelogramo medem 8 m a 12 m e for' 
mam um éngulo de 60°. Calcular as diagonais. 

C*363 Se um paralelogramo tem íados medindo 4m e 5m e formando entre si um ângulo 
■de 30 * qual é o ângulo que a diagonal maior forma com o menor lado? 


0,364 Um triângulo tem fados a = 10 m, b . 13m « c - 16 m. Calcular o ângulo 

A do triângulo. 


Solução 

Da lei dos cossenos, temos: 

a 2 «s b 2 + c 2 - 2bc - cos A => cos A 


b 2 + c 3 -* a? 


cos Ã = 1< 3 ^ ,f 152 - IO 2 = 163 + 225 - 100 _ 294 49 

2-13*16 390 “ 39Õ ” 65 

A 4q 

portanto A =r are cos ~ 

65 

C,3^ Calcular os^très ângulos internos de um triângulo ABC sabendo que a = 2 b - \Í6 
e c - V3 + 1. v 

C.366 0$ lados a, b, c de um triângulo ABC são diretamente proporcionais aos numeros 
5, 7 e 9, respectiva me me. Calcular o ângulo ÊL 


C.367 ÍEFUSP-60) Demonstrar que se os lados de um triângulo tém medidas expressas por 
numeros racionas, então os cossenos dos ângulos internos também são números ractO' 
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C*368 ÍEFUSP-BBi 0s lados de um triângulo são dados peias expressões: 

8 s + x t 1 ( b = 2x + 1 e c - x 3 - 1. 

Demonstrar que um dos ângulos do triângulo mede 120*. 

C*369 Caícular o lado c de um triângulo ABC sendo dados A - 120°, b - 1 e - 2. 

C.370 {EFUSP-CÜ) Determinar os comprimentos dos lados de um triângulo que tem para vé?' 
tices os centros dos quadrados construídos sobre os lados de um triângulo retângulo 
de lados 6, 8 e 10, 

0,371 ÍMÀUÂ"67} Provar que num triângulo ABC retângulo em A, vale a relação la - b} 2 - 

Q 

~ c 2 - 4ab *■ sen 3 ™. 

C,372 Qual è a relação entre os lados a, b, c de um triângulo ABC para que se tenha: 
a\ ABC retângulo? 

b) ABC acutângulo? 

ç) ABC obtusângulo? 

Solução 

Admitamos que a se^a o maior lado do triângulo ABC, isto é, a ^ b e a ^ c. 
Sabemos da Geometria que ao maior lado opõe se o maior ângulo do triângulo, portanto, 
A ^ B e A C. Assim, temos: 

AABC é retângulo <^=> A ^ 90* 

AABC é acutângulo 0* < A< 90* 

AABC ê obtusângulo <—> 90* < A 180* 

Por outro fado, da lei dos cossenos, temos: 

— ^ b 2 + C 2 - B 3 

a 2 p 2 + c 2 _ 2bc 4 COS A ==?* tos A - -—-* 

2bc 

Então, vem: 

a) A - 90° cos Ã «L- 0 <==> b 3 * c 3 - a 3 - 0 <=& a 3 - b 3 + c 3 

b) 0° < Â < 90° «=> cos Â > 0 b 2 ^ c 2 ~ a 2 > 0 

< - > a 2 ^ b 3 ■* c 3 

d 90° < A < 180* cos Â < 0 *=> b 2 * c 3 - a 2 < 0 <»=& 

«=» a 3 b 3 + c 2 

Conclusão: um triângulo ABC è respectiva mente retângulo, acutângulo ou obtusângulo, 
conforme o quadrado de seu maior lado seja igual, menor ou maior que a soma dos 
quadrados dos outros dois lados. 

C.373 Classificar segundo as medidas dos ângulos internos os triângulos cujos lados são: 
a) 17, 15, 8 b) 5, 10, 6 d 6, 7, 8 

C.374 fEPUSP-61) Os lados de um triângulo obtusângulo estão em progressão geométrica cre^ 
cente. Determinar s razão da progressão. 
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124, Let dos senos 

Em qualquer triângulo, o quociente entre cada lado e o seno do ângulo 
oposto é constante e igual á medida do diâmetro da circunferência circunscrita. 

Demonstração 

Seja ABC um triângulo qualquer, inscrito numa circunferência de raio R, 
Por um dos vértices do triângulo (B), tracemos o diâmetro correspondente BA* 
e liguemos A* com C. 

A a 

Sabemos que A = A* por determi¬ 
narem na circunferência a mesma corda 
BC. 0 triângulo A f BC é retângulo em C 
por estar inscrito numa semicírcunferêm 
da. 
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Temos, então: 

a = 2R * sen Â* ==^ a - 2R * sen Ã 
Analogamente: ^| = 2R e ^ 
Donde concluímos a tese: 




EXERCfclOS 

C,375 Calcular o raio da circunferência circunscrita a um triângulo ABC em que a - 
e & - 30°, 

Soluçlo 

Da lei dos senos temos: 


a 1 & IS 

— -JL-x s, ---^ ™— a 30 cm 

^ sen 30° 1 


então R ^ IS cm. 


C.376 Calcular os lados b e c de um triângulo ABC no qual a 10* B 30 k C » 45 
Solução 

s + § + e . 180° Â - 130° - 30° - 45* - 105 & 


* b a * sen § 

SS VT * S eni " " * sen A ‘ VW£ ' V* « Vl 

4 


sen A ser* i 


10 * V 20 V^ 
'Vê + y/í' ~ Vf + V2 

4 


C.377 SEPU3P-61) Quais são os ângulos BeC fie um triângulo ABC para o qual A - 1B°, 

/",z rã 


senB » e sen 2 * ^ ? 
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Ch 378 Calcular as énguías B e C de um triângulo em que $ * 1 H b 


+ 1 e A - 15°. 


G.379 Em um triângulo ABC sabe-se que a ^ 2b e C » 60°, Calcular os outras dois 
éngulos. 


C.380 Calcular os ângulos de gm triângulo ABC sabendo que 


e C - 2A* 


0*381 Calcular o lado c de um triângulo ABC em que a-8m, b ~ 3m e Â = 3B. 

C1382 ÍMAPÜFEU71Í São conhecidos os seguintes elementos de um triângulo ABC: o perí¬ 
metro 2p e os ângulos A * a, B = 

a) Descrever um processo de construção do Triângulo, 
bf Calcular os comprimentos de seus ledos* 

C.383 {EPUSP-62) Demonstrar que num quadrilátero ABCD onde áBb - ACB, tem-se: 

CD - sen ADB 
senCBD 

C.3S4 írrôACK~86J Ü lado de um triângulo equilátero de lado 3 m ê dividido em três partes 
iguais. Determinar os 3 ângulos que se obtêm unindo os pontos de divisão ao vértice 
oposto ias respostas devem ser dadas em termos de funções trigonométricas inversash 

A 

0*385 íftrôACK-67) Do ponto médio dos lados f\ 

AB e AC de um triângulo ABC traçam se y *— 

duas retas que se cortam num ponto M Cf \. 

do terceiro lado BC e que formam com Á" .. . 

este lado ângulos iguais cujo valor é \p< / \ / \ 


Prove que: cotg ip - 


/. sen p * sen ' 


C*3S6 Um observador colocado a 25 m de um prédio vè o edifício sob certo ângulo. Afas¬ 
tando-se em linha reta mais 50 m r note que o ângulo de visualização ê metade do ante¬ 
rior* Dual é a altura do edifício? 


Solução 

No triângulo ABY o ângulo externo Ct 
é igual á soma dos internos não adjacen- 

tes y e BYA h então: 


a - y * BYA 


Assim o triângulo ABY é i$6$ce!es r por¬ 
tanto* AY =■ AB ~ 50 m* 

No triângulo retângulo AXY h temos: 


XY 2 AY 2 - AX 2 - 5Q 2 ■■■ 25 2 - 1875 


□ □ 
□ □ 
□ □ 


XY =■ 2S'/3m. 
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C*387 (ÊPU$P*50í O ângulo sob o quaí um 
observador vè uma torre duplica quando 
eto se aproxima 110 m e triplica quando 
se aproxima mais 50 m. 

Calcular a altura da torre* 


* 




c 

50 m .^ 


C.3S8 ÍMAUA-66) Sendo a, b dois fados de um triângulo e A, B os ângulos opostos corres- 
pondentes, provar que: 

a 1 . cos 28 - b 3 • eos 2A - a ■ b 

C 389 Calcular o ângulo B ÍB > 45°) de um triângulo retângulo ABC sabendo que a - 4 

2 

e a medida da bissetriz interna AB é Sg = —— ■ 

V3 

s b • s c v T - V 2 

C*^0 Em um triângulo ABC retângulo em A sabe-se que jjz 2 

3b e S c são as medidas das bissetrizes dos ângulos agudos* Calcular B. 

C.391 Calcular o ângulo B de um triângulo isósceies ABC conhecendo a base a = 1 

. „ Vz 

bissetriz 5b - y ■ 

C392 ÍIV1APOFEI-70Í É dado um quarto de circunferência de centro O e raio r, limitado 
pelos pontos A e B íver figura). Sendo P um ponto do arco AB, H projeção ortogonal 
de P sobre OB e 20í o ângulo AÒP. 

a) mostrar que se AP - HP = r, então cos or - tg a-, 

b) verificada a condição do item anterior, determmar sen a; 
cí sendo Ct um ângulo compreendido entre 0 o e 90 , tal que 

sen 0í ~ íVê - II, 

determiná-lo com a precisão de um segundo arco, utilizando a tabela abaixo. 


Angulo 


3a°S' 0,617494 

38°9' 0,617722 

38°10' 0,617951 

38°11' 0,618180 

38 0 12 f 0,618408 

Nota: Vb 2*2,236068 
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125. Teorema 


Em qualquer triângulo, vaiem as relações seguintes; 


I* * €©SG + £ *■ 

li « a ^ cot C *f c * cos & 

©':*&* WlÂ + Ç ^ COSÍ 


Demonstração 

Vamos provar só a prímetre delas: 

1?) Seja ABC um triângulo com Ê < 90° e C < 90° 



No AABD, que é retângulo: BD ~ c * cos B 

No AADC, que é retângulo; DC ~ b * cos C 

o: 

a * BD -f DC ~ c * cos B * b * cos Ô 

2?) Seja ABC um triângulo com 90° < B < 1B0° ou 90° < C < 180 


No AABD, que é retângulo; 

BD -c * cos {180* - Bí 
No AADC, que é retângulo: 
DC ~ b * cos C 



a_ 


B a 


a * DC - DB » b * cos 6 - c * cos (180^ - B } ««= 
™ b * cos Ô + ç * cos Ê 
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125* Teorema 


Em qualquer triângulo, a área é igual ao semi-produto de dois íados mui- 
tipiicado pelo seno do ângulo que eles formam. 

Demonstração 



3?) Analogamente provamos que: 
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127, Teorema 


Em qualquer triângulo, a área é igual ao produto dos três lados dividido 
pelo quádruplo do raio da circunferência circunscrita. 


Demonstração 

De acordo com a lei dos senos, temos: 

= 2R =► sen Â = ™ ® 

sen A 2R w 

Pelo teorema anterior, temos: 

S = ~2“" ' sen ^ CD 

Substituindo (T) em (2) t decorre 



128, Teorema 

Em qualquer triângulo não isósceles nem retângulo valem as fiações se¬ 
guintes: 



Demonstração 

Partindo da lei dos senos e usando propriedade das proporções, temos: 




a * b sen À * sen B 

—. = . .!W. 

a - b sen A - sen B 
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^ Ã 4 S , Ã “ S. 

2 sen ( —— í * cos ( —y™ } 

: , â -1 ■; , â + 8, 

2 sen { -y— ) ' cos! —— } 



As outras duas são provadas de modo análogo. 


exercícios 

C .393 Calcular o lado a de um triângulo ABC sabendo a medida da altura h a e as medidas 
dos ângulos oc a $ que H a forma com c e b t respectivameme. 

0,394 Calcular a área de um triângulo que tem dois lados de medidas conhecidas, b = 7 m 
a c - 4 m ( formando ííntre si um angulo de 60 °. 

C ,395 ÍMAPOFEI- 75 J Calcular a área do triângulo ABC, sendo ÃS - 4 cm, A - 30 ° e 
e - 45 °, 

C ^396 (MAPGFEI- 74 ) A$ diagonais de um paralelogramo medem 10 m s 20 m e formam 
um ângulo de 60 °, Achar a área do paralelogramo. 

C ,397 Calcular o raio da circunferência circunscrita a um triângulo ABC de área 20 cm 2 , o 
qual tem dois lados formando ângulo agudo e com medidas 8 m a 10 m H respectiva¬ 
mente. 

C .393 Sejam a e b as medidas de dois segmentos BC e CA que têm uma extremidade comum 
e formam entre si um ângulo Pede-se: 

af esboçar o gráfico da área $ do triângulo ABC em função de 

b) dizer para que valor de B é máximo o valor de S; o 

c) estabelecer qual é o acréscimo porcentual em S quando 0 passa de 30 c para 120 . 


C.399 Demonstrar que am todo triângulo ABC valem as seguintes relações: 

lí B * sen <6 - Sí * b * sen (C - S} + c * sen ÍÂ - Sí - 0 

II) a * cos - Cl - b * cos § 4 c * cos C 

IIP (b 4 c} * cosÃ 4 íc + al - cost t U + bí - cosC = a + b f c 

, a 2 - b 2 sen (S - 


s 2 „ li® (g afc 90 ü 


íb t cl - sen 


íb - cl * cos — 


ÍB ^ Ê1 
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II. PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS 


Vamos deduzir fórmulas que permitem o cálculo de segmentos notáveis de 
um triângulo (alturas, medianas, bissetrizes internas, raio da circunferência cir 
cunscríta, etc) tendo apenas as medidas dos lados e dos ângulos internos. 


128. Alturas 



c 


No triângulo ADC retângulo, temos: 
h c - b • sen Â 


- b 2 * sen 2 A = b 2 (1 - cot 2 Â) **. b 2 - b 2 - cos 2 X 


t/ -* 1 ?* «f£.r 

zbc 

Í2bc} 2 - íb 2 -tr c 2 - a 2 ) 2 
4c^ 

(2bc + b 2 4- c 2 - a a H2bc - b 2 - c* + a 2 ) 
[{b -f c) 2 “ a 2 J [a 2 - {b - c) 2 ] 


ib^-c + alib + c - ai (a - b + c) (a * b - c) 

4c 2 " 

2p(2p - 2a) Í2p - 2b) (2p - 2c) 4p(p - aHp - b) 
.4c 2 " 


portanto 



iee-c 


De maneira análoga, teríamos: 



130, Área 

Das fórmulas que dão as alturas decorre uma fórmula para a área do triângulo, 
chamada fórmula de Hierão; 

c a • h 3 ^ b ^ h b _ c * h c 


S * Vp(p - aHp - bítp * cí 


131. Medianas 

Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo AMC, temos: 



De forma análoga terfamos; 
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132. Bissetrizes internas 


No triângulo ABS, temos: 
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133. Raio da circunferência inscrita 



Ligando cada vértice do triângulo ABC com o centro i da circunferência, 
dividimos ABC em três triângulos ABI, ACI e BCI, então: 

s abc 77:7 s abí + Saci + $eci = 

_ SjLl 4, = Í±JLÍ:..Ç . r p * r 

~ 2 2 2 2 

então: _ ... 

\f p(p “ a) íp - b) SP *■ c) ■ p * r 

portanto 



Uma outra forma de calcular r seria notar que: 

S T 1 1 ir S TiI_.it Ç 

í9 2 ' ÃTi = x' 9 2 " BT* v' 9 2 


x^y^c, y ^ z ~ a, z + k 
portanto, resolvendo o sistema, vem: 


b + c - 
x = — 


7= a + b -.£=p. 
2 
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134, Raio da circunferência circunscrita 


Vimos anteriormente que: 



exercícios 

inscrita a ""uTo^ 4 " bTb*" 

C.4Ü1 Os fados de um triângulo A8C sio s , 5, b - fi , c 7 ~ . , 

da madiaoa m a e 0 ângulo agudo que ela forma com o lado = BC * ™ 8 

C ' m "‘f.' b'»™"' * s » d « >‘o* ABC „ Â . 30-, „ . 30 „ 

C.™ OI.* o, *, c „ r „ ri lm . m , . . . aBc ^ 

a^13 f b = 4 e cos C = ~ JL 

13 ’ 

04 nos ''IZZ 7, B% c, r espeet i va me ní e,* 30 ír iá ^'° «C 

!! ra “ P ' * Y - (P - t>) * cotg | - |p . d . cotg | 

r b - P * ( 9 ~2 = ~ s ) * cotg y =• lp - c} * cotg ^ 

Mil r c “ p * f - f P " a) * cotg | =. (p - b) . coíg | 

€.406 Demonstrar que è retângulo todo triângulo no oual o rain h„ ■ , 

é i « ual á *>ma dos ralos dos outros dois ex-inseram r d Um C ' rCíJ ° 0 *' inscm ° 

ejois exinscmos com o raio do inscrito, 

circunferência Scumht ífrkTdííK íS r’*'*”' q “* ° d * 
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0,400 Sendo r õ raio do círculo inscrito a um triângulo e &, $, y a& distâncias do incéntro 
aos vértices A, 8, C respectiva monte, demonstrar que: 

ü; * 0 * y abc 
r " lp 

C,409 Dados dois triângulos ABC e A^C* nos quais ^ ^ # e H ^ 1â f demonstrar 

que aa f *s bb* * ce'. 


^ (a 2 - b 2 ) * sen Ã * sen § ^ , ft * 

,0 S “ -FTsaníÁ : 8}- ÍA * §) 

A g £ 

III) íb - c) * cotg — + (c - a) * cotg — * (a - b) * cotg — =* 0 

IV) íb 2 - a 2 ) * cotg A + k 2 - a 2 ) * cotg B + (a 2 - b 2 ) * cotg £ ™ 0 

IÂ, B, c gfc |> 

m , S ^ § C r 

Vi tg -i; * tg X- - tg - « - 

i 2 2 p 

3 ,ii * £ , , B Ê 4R + r 

VI) tg j +tg ^*xg 2 - -j- 

Â B £ r 

VII) sen y * sen — ■ sen y _ 


i/III) cos S * cos B + cos Ô ss 1 + ™ 

R 

IX) a - cos Â + b * cos B + c * cos 6 ^ 

R 


NI RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS QUAISQUER 

135, Resolver um triângulo qualquer significa calcular seus elementos principais: 
a, b, c, Â, B a C, Para isso é necessário que sejam dadas três informações sobre 
o triângulo, sendo uma delas, pelo menos, a medida de um segmento ligado ao 
triângulo {lado, altura, mediana, etc), 

Há quatro problemas clássicos de resolução de triângulos que trataremos 
com destaque. 
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136, 1 ? problema 

Resolver um triângulo conhecendo 
um lado (aj e os dois ângulos adjacentes 
a ele \B e Cb 

Solução 

A - 1B0° - (B + C), 

. a • sen § 


a * sen C 

-TH**"*- 

sen A * 


137, 29 prob&ma 


Resolver um triângulo conhecendo 
dois lados^ [b e c) e o ângulo que eles 
formam (A), 

Solução 

a ^ %/^HH Q 2 - 2 bc * cos Â 
b 2 * a 2 + c 2 ~ 2 ac * cos § 

c 2 * s 2 + b 2 ~ 2 ab * cos t ==» 



a 2 + c 2 ■“ b 2 
2 ac 

a 2 + b* - c 2 
2 ab 


138. 3? problema 

Resolver um triângulo conhecendo 
os três lados ( a , è, 

Solução 

Da lei dos cossenos, vêm: 
cos Ã = 

2 bc 

s a 2 r c 2 - b 2 
2 ac 

™ a 2 + b 2 ~ c 2 
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Notemos que o problema só tem solução se estes cossenos ficarem no 
intervalo M, + 1 [, *sto é, se: 

a < b * c, b < a + c e c < a * b. 


139, 4? problema 

Resolver um triângulo conhecendo 
dois lados la e d) e o ângulo oposto a um 
deles (A) 

Solução 

sen ÉT - ™ * sen Â 
a 

C = 180 ° - iK + B) 

a * sen C 

C = .'. ? ' 

sen A 

Discussão 

1? caso : b * sen A > a 

Então — » Sen A » sen B > 1 — ^ solução 
a 

29 caso: b * sen Â = a 

_ _ b • sen Â £ & 

a 

portanto* existe solução somente se Ã < 90°, caso contrário Â + % > 1B0°. 
39 caso : b * sen Â < a 

Então k .... '.— -- 77 sen § <1 e existem dois ângulos B* e B 2í suple- 

a 

fv ^ b * sen A A n ^ -*0 

mentares* que satisfazem 3 reiaçao sen B ~ —— . , Admitamos U <, B* ^ yü 

a 

e 9 tf < ti? < 1BG°, Os ângulos Bj ou §1 servem como solução dependen¬ 
do de Â. Há três possibilidades, 

1 ?) Â - 9Ü 0 

Neste caso só §1 é solução pois Â + B 2 > 180° 
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2?) Â < 90° 

Neste caso §! é uma solução porém § 2 só é solução se a < b, uma vez 

que: 

ê 2 > Â * b > a, 

3«í 4 > 9(f 

Neste caso § 3 não é solução pois Â + B 2 > 180*; quanto a B ít só é 
solução $e a > b, uma vez que: 

<C A —. b <! & 


EXERCÍCIOS 

Ch^II Resolver um triângulo ABC sabendo que a, b e c sâo números inteiros consecutivos 
e C = 2A, 


CA12 Resolver um triângulo retângulo ABC r sabendo que a - 5 e r ^ 1, 

CA13 Resolverão triângulo A F B'C' cujos vértices sao os pós das alturas do triângulo ABC 
dado: A 1 180° - 2A, B' - 180° - 2B, 6' - 180° - 2Ü. 


C,41^ Resolver o triângulo A'BC r cujos vórtices sao os pontos de tangênda da circunferência 


mscnta com os lados do triângulo ABC dado, 

C,415 Resolver um triângulo ABC sabendo que & - 3, b 4 - c ™ 

C.418 Resolver um triângulo ABC sabendo que b + c = 11 r h a », 
€417 Resolver um triângulo ABC sabendo que 4 » 45*, b ^ 3 


10 e 


Â 


^ arc sen 


3\/91 

50 


4 e Á í= i 


e a + c 


6 + 4V& 

.sen ^ 

9^2 + 3\/l> 


€ 418 Resolver um triângulo ABC admitindo conhecidos 8, C e S, 
0,418 Resolver um triângulo ABC admitindo conhecidos B, £ e h a . 


RESPOSTAS 


CAFftULO I 


C.2 si) ~~ má ^ “[■ füti d Y 
5 3 * 

C.4 s) 3€° bl 45* c) 60 

C# 5 - raci e b - rad 

C.10 a - 4*\ b - 7 5 , c - 2 

C 13 q - — raet Ou 120^ 

3 

C 14 ^ ^ 31 r 5 crti 

CMf> si ISO 3 bl 152 3C 


, ± , bTT 

120 ^ «I 13E’ 


dl f ,5d 


d is 


s) — ríicí n íad 

4 6 

fj 150° 


Ifíi x 

A 

Pl 

B 

Pí 

A r 


B' 

P* 

L 

0 

7T 

4 

7T 

2 

3tí 

4 

lí 

5tt 

4 

3rr 

"2 

7tr 

I T 


C 2 C 
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C,63 im(ft ... |o. 2], pin 3íi 


c.sa t ^ 



C ‘S« l^íft í‘2. 2 \. ,JLf) ■■ -27! 



c.67 írnííí - j. 3, 1 }_ .. £5 

3' 



C^O 

C.62 


_ 1 _ 

3 


e i 


Vj " > ° 1 V = <0 ' VJ -■■ O. y 4 <0 



C l 65 a£ Uíf£ ■■ ! íj~ :r j 
to Oíf- = r . {.* € |R ; 

c -®® Vi > Ü L y ? < 0 
C l 67 tír ^ 1 ou Gr ^ 4 


■£ 

=£ 


Jí 

e 

5 ff 
12 


3 ' 


i 


y . fc 


C.69 O fi í ^ 
Pífj :: 


!R i X :^ . 





C.70 fKí] - {* ^ ?R i k qL 2 4 . kjr k 

z ,f L ' 

rií&J t 

D(h^ !x £ IR i x ^ - £ ■* k €«'[ 

to™ ■-- ff, :, ir t = 2v 

C íi) m < 2 

to m .1. íhj trt ^ 1 

tf O < r-iif < .1 ou < rn ^ I? 

C.72 y, >0. yj <0. y s < & 


CAFltULO III 


C.74 í»n K 


24 

25 " 


CO* K 


zl 

25 


C,76 

C.77 

C,79 

C.81 


C,Í3 


t 0 x : 


24 


,2V^ 


sec x >k ± ■ 


ÍT7“£3 


■ 4b 2 
8 


C.S4 tfl X rr. - 2 OU te Jí 


C.86 rti >« 3 ou ít; ^ -1 
C.B7 fi * 1 
C.90 a* - 2 b = 1 

C.92 y “ " 


2 

24 


4£C X * 



.1 

2 


25 

7 


1c) ios - «JE k -sen — 

3 5 

l) tgi- ?i5 ) = cote | 

3 5 

C.1Í1 i| sen x b) ‘COte^K 

d -te^ to cote x 

C.122 COS 2 X 
0.123 wiàc** 

C,124 1 

0,12» * 



G _íí ff 3ff 2ff 5ff 


CAPITULO IV 


CAPITULO V 


0,117 a) 
b) 
cí 

to 

d 

n 

d 

hí 

ii 

il 

k) 


Cüs178° - -coi2 
ísrt251 ü - -s*n 7l" 
ty 290 a = -ta T& 


c<rtí T 


' cote 


C0Í5BC 


C.lliaí 

to 

d 

d) 

d 

lí 


6 

sec 1924^ * ‘ SBC 56* 

- -COSSC' 

..„«. ç,.,. I 

coat- í ” uoa y 

+ i ^ i r ' 

T = 3 4 

^ =1? - í 

4 4 

ff 

6 ~ “ '■'" 6 

11 » tí1 » 

— = _T3 T 

59n 261° * *í£*s 9° 
cos 2351° “‘WB 19° 

- -tsS^ 

4ff 7T 

jen ^ -coa — 

3 v 


■ta - 


* 5!F 

4« y * - CÍJt & 


r) sen 


5ff 

6 


^ T " ' 

5ení - STi 


0,127 aeo 1 = 

^ ff 

te y - 

C. 128 A n 8 - 

C l 30 sen 330^ ■ 
tg 330 a - 
sec930° ■ 


V r 2 - 


V~2 - vT 


ff 

8 


VTTVa 

2 


í-^0,1) 

-- l.cos930 ç = - >Í2 
2 2 

, cotaS30 ü = V3 
3 

—2 \/*3 

=, ■ L oossíse x * -2 

3 


CAPITULO VI 

C.132 cota 165° - -Í2 + V'Z\ 

SRC 255° - ■ iVe + V2í 
coísec IB 5 = %f& + Ví 
C.1331 

C.134 — 

2. 

C137 sanÍK + y) * - || 

13 

cosí}* + y} = 77T" 

85 

t H U + yí = - H 

CJ45 D(4) ™ IR, p(f) - y f imíll - [*1, l] 
* IR, pígí = 2?r, l-mí hJ = [-2, 2Í 
Díhí - {* € m I x ^ ~ ^ kff) 
p(hí ... ít, » tR 
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CAPiYULO Vil 

C.195 S ) S . í* £ IR i „ = E + 3k7T ou * , ¥ + 2W ) 

(í) s = l* e ÍR j * a £ + 21tH fflü „ , ar „ } ■: 

cí & - , x £Mr i * ^£ 4- 2k7t ou x = ~ £ +■ 2lírí'> 

J 3 

<J) S » u € >R ! * - ± £ * 2krr, X . ÍE S + 3kw ] 

e) S.HxSIRl*, £ +Jk!f au |r +Jkff} 
ts s..; K e,R[x- ^ + 2tó ou x, | ^ 0U X, |T 
9) s =. {* e IR i X = | + 2 k7r ou , . í£ 4 2ií7l ou X . 2krr - £ } 

* 2wr > 6 

Í> S*i»eiRÍx.kr ou X» | 0ü X.. S F , 

b e 

jí ^ ; Jí ^ íR Í f( ^ ){ , £ + 21^77^ 

Co196S , í«e^! x a| 4 fcir ) 

C.1S7 s . {x e m ! X ... £ t 2kf ou X - .|J + 7k1r ) 
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C.199 al I x E !ft ^ x ” kfí ou 


bí {* 6 *1 Í x ■■■ 2 kir vt* 


37 + kjfl 1 

e + 4 ; 

ZL + J 


fí s = í jt 6 ir U - — *■ k?r} 

-.A 

., « í rB j fi . kff 

j) S - \x E |R I x - ™ + 


C .200 , , 3 . b ‘ -5 . “ 3 


C 204 a) S = {x & $ 


X ~ ± y + 2kTr} 

x - ã H -t 2 kií> 

4 


d S - íx <E IR í x - i ™ 11 2kíj} 

e 

d5 S " {í G IFí U ■■■- & ™ * 2k7tí 
fi} S« ií£pl**í y + 2k7T OL3 

X rr. ü -t kTf) 

2 

fi S *. U E íR i X - ± £ -4 
3 

y) S = {* E m 1 k ■* 

h| 3 - {jt E IR 1 x = 2k7T ou x - £ x 

ÍJ S * { x £ HR í r ™ ± ™ + 2kír} 


C.21Z ai S - ix € !R !x = ™ + Stír; 

bi S - {* 6 IR I k - j ■*■■ krr ou 


d) s ::: {JS E P I Jt - —- + kí7 Í>U K - Kff} 

Cr213 S ÍH i K - ^ ^ + ^} 

4 

C r 2l4 p - | *■ k r £ 

C217íl « i £L ü\ líi) 

k ia 4 ia ie ia 

C-213 S - IO. jp ^ - ff] 

C221 S - {O, ^ xS 


S ~ { x E IR Í ^ 


x± VL + akff> 
3 


Cx2(^ d S = Ík ^ R ! X = krr uu 


C,222 S - r :0. 


C r 22& Jt r.: — + 2krr 

6 


7tt IJií 2;r '= 

6 6 


bi S ^ [x E IR í k - —^ 


iZÍ + 


C,22S d S - (x S iR 


— + 2k7T &y 

2 


C^07 A = 


b) jí = ™ + k?f 

4 

y + X =■■ ^ -t- 2 k 7T 


0,211 ai s * {* € !R i x 


t)s = i>e«l*- | + k,r > 

t) 

d) S «. {x e ÍR ! w - J + fcfr} 

fti + kJTj 1 

'■ _4_ 

S = {* E R I * h. k7í} 

0 % - O 

hl s - {* e K1 * * ^ ^ } 


3 = E IR ! k ! 


^ + 2k7r] 
2 


C,230 ei $ - iO. 


Eji 9rr 1 j?T\ 


b) S - {0. |. ir, ^ . 2*) 

0,231 £ s {x E !R í X * + ktf ou K = kTTj 

C,233 As Èqua^bftí íém soiuçâfe p5r* 

d V m E ÍR b; - < -n ^ + V2 

0,236 aí $ <■ ú E iR I * = —ftií K 


b) 3 = € IR I x - + 


■ b a + to 

?r 2 k,?? 


c) ^U6ir]x. i .i & 
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c.2B9 u e is I | + »**; * « j- + m w» 

+ 2 kir < x ^ + 2ksfif} 

6 3 

cmi* e ir í £ + m < * < Ç m ^ 

I? + 2kfl < x < — + zm 
6 B 

0.291 S = Q 

0.293 (x€ RÍ J + 2k% < Jt < ^ + 2kn w 

6 v 

If + 2kff < x < Hf + 2krt} 

6 6 

0.294 ^x G R ! ™ + 2fcir < x í + 2k3f cu 
3 J 


- 2kff < x < 


0,296 - L x E ÍR ! -f- + 2kir < * <! 2ff + 2kfl} 

0*29» (x & R ! ” ^ ^ ^ ^ ¥2' 


6 3 

4ir ^ 

w T < 


C.316 {xERly+ktf<x<y+kir w 
ou X + kff < x < ^ + kir} 

2 3 

0.317 0 <*<™ou n^)í<^ ou 

» < K < 2E úu ff < x < 

3 ^ 4 3 4 

üíf ^ x ir ou Hf x ^ 2 flf 

e g 

0 31» G < x < Z ou if < * í ^ *u 
8 s 

3»< x <!l!o U ?<x-5^ 

7 3 £ 3 

C.319 {16 rIoíjÍ ™ Oli Ç <*< -g- S 

■<,<»*, i <*< SÊ- 

3 3 3 3 

} 1VL < x < 271} 

6 

C.32Ü S = (x E K 1 J < * < y } 


C3Stt {x £ R I f- < x < íTj 

0.302 -í x E R l 0 x < ^ <w H<x^3f} 

0x303 \x € *t! £ ^ y } 

C.30B ÍxG!h||<x<^íu ^ 

0.306 1.x E R í f <?i< ^ } 


C-307 a} {« G IR I | ^ a ^ y ) 

bí ítt€ IR I 3? <(*<£ ^ } 


C 308 (x E iR I 


íxEiRlQ<x<y} 


C^IQ 9 ) $ M x E HI | +2kir<x<! + 2kíf ) 

bí S = í* 6 fi I £ + 2 Ií1í < x < y + 2kir) 

0.312 (x E ;R 1 £ + kíí < * < y + kir} 

0.313 {*€«[■■"■ + k7r < x ^ ir * kíí} 

0.314 {x G jfM 2kff < * ^ -£L -1 2kir ou 
6 

+ íkí? < X < ZH +■ 2k7T OU 
3 6 

tf + 2kJi < X Om + 2Vlí} 


CAPÍTULO ÍX 

CJM* K ™ V = ^ 

13 13 13 

0.323 vs 7 è h 0 1 = yi- t <p 2 » 5e< a 1 *■ $ ■ Tf 0 $ = 

a 1 * Ô* + ^ 

0x324 39 
C-32G 25 

0.327 h = S ou h = 2 
Cx329 5 

0.379 12 _ 

0.339 R V 2 - VI 

is vT . & v 3 c » e 

0,332 B * 12^Lt t b - -y— * 


_I S 

Ví-Vã 


S <X< |) 


0.333 a - I 6 x t» = ■■ . c 

Vê+ V 2 

0.334 b = 3 e e = 3 Vã 
C.336a^T9^/y » erítíi^/fy 

C.336 AfiBa * cç»sK , fi 

4 

Cx337 are tg — 

C.33B 2 V37 
C.JWO®. 


C.342 S - 2S 1 Í 34 I 

0,343 C - H arc sen 

2 3 Vã 

C.344 B >v 2 * are Tfl tV5 D fi 9 1 2 Vã 

5 12 
C<345 src ™ e src ma — 

Ch 347 h * 3 Vã m 
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- tftílíÊ - t&Oi 

CM* H - h [ ^ + i] 
tf> d 

C,3$0 1233 m 

C,351 k = 40 m 9 ¥ * 90 m 

C.3S3 8 * 6G Ü , C - 30^ h a - 2 V^" e c * ‘v/íl 

0,354 s * 13. b = 5, c * 12. § - arc $w 


0,355 B * 30°, C * 50°, l)*2,t = 2\^3 

0,356 * - 2, b - c * VÍZ< S = C * f 

4 

C.357 a = 14, h = c = 25, A * 2 ► arc sftn 


0,358 s * 13, b - 12, c = 5 

/- í 7 5 

B = arc s&n — , C = arc sen . 

13 13 

C,3S9 3 - 4, 5 - c - 2 Vz> 0 = C - 


0,353 hflítga + lo $ 
0,354 S * 7 V 3 m 1 

c,3»5 í2 +■ VTaí <^ 2 

C .396 50 Vã ffl 1 



bí £ - 90^ c) 73% 

2 4 

medie nas; V *6, \^3l", V 10 

iM»; IL^I.avT, ^ 

2 3 
1/15 ieV"is 

mpr^cb- . p wm hrt thr 1 J4 i 1 . 


CAPITULO X 

0,361 c - \TlO 
C.362A\ÍKw e 4 \/'ím 

C.3É3 arc $fin .. .. . 

2 V41-20 Ví 

C,3fflS,A * 45°, & = 60° e 6" * 75* 
0,366 B = are cós 

90 


C 402 10 '/ã 

C.403 r=íf R - § 

C,<WS a * 2 Vi'" i e & = c « — 1;' 

tr 

C-407 abc . 6 b + b + d 
0,411 b 4, b - 5, £ - 6, A = arc £ím 
B s 180° - 3A, C " 2A 


(r h + fj v r ♦ r’ 


c,370 7 VT, 2 \/29, VTão 

0,373 íO retànguk» 

C; fcCut&rçítito 


bí ííbuisárvjülo 


í /IIVF < q < IjlvJ 

v 2 2 


C.377 S * 120 e C = 45 

C,37B (a - 45* e C = t20°í ou (B - 135° « C 
0375 B «= 30* * A - 90° 

0,360 Â .. 30°, 8 * 90° e E * 60° 

£381 e ü 3 V3 ro 

C,382 u - - M.LpL^L—^— 

s&n 0r ■+ sen p + sen íff + ffl 

b - 2 p ► sa*n $ 

sen iii +■ 5enjP"+ sen ítt ^ jSf 

___ 2p ► sernjff +0Í . 

sfin ff * asn$ + sen (ot + $) 

„ -s/í , 3 -h/3 

0,384 cr = y - art , p » are 

C.387 86 m 
0,3» B = 75° 

0,350 B = 57°30' 

0,381 B - 2 ’ are cós LÍ..^Í1 


0,412 b = 3, c * 4 h B = src Sm — 

4 

^ 3 

í C = nrc cos —■ 

6 ^ 
0,413 a h s R ► sen 2A. b h - R h sen 2B, 
c h = R h sen 20 


s h * 2(p - &) - ser — , b h *< 2ÊP - b) ► sen 
et’ - 2lp - tí * sen — 

^ ^ 7T 1 3 V&1 

) b S Ç # S, 8 !■: C ^ ■’ - ► Wb ”^— 


0,415 b * c * S, 0 i: C " - " - h wti MSfi - 10 

0,416 a * 3 + V2Õ, b - 5, c « 6 

^ 3 

B * Sfe «31 , 0 = s«s ^ 

3 í? 

e.417 = ,■ 3 VI t - . B . 30°. S . 115 r ‘ 

C,41S a - R * ser 1B +■ 0}, b - R ► sen B, 

t = R'wnCí A* 130 J - ÍB ■»■ O, onde 


2 • seníB + C) h aen B h sen C 


0,362 b* sen ff - ÜLJ d ff 3B"t0’22 h ’ 


0,419 a - h a í^ 8 + iflCÍ, b - 
e A - 180* - íS * Êí 


H c - -’™t& 
sen c B 
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TESTES 


FUNÇÕES 


\TC.3; 


(I7A-72Í O angulo conusxo formado paios ponteiros das horas e dos minutos as 10 
horas e 15 minutos é: 

a) 142° 30' bi 142 “ 4 ° í ) 

ct 142" 141 30 

s) nenhuma das respostas ameriores 

(FUVeST-7?) o ângulo agudo formado pelos ponteiros de um relógio à 1 hora a 
12 minutos é: 

a i 27° b! 30° tí 36° d) 42° *> 72 ° 

/ ílTA-731 Entre 4 e 5 horas o ponteiro das horas de um relógio fica duas vezes em 
' ângulo reto com o ponteiro dos minutos. Os momentos destas ocorrências serão: 

a} 4hS min e 4 h 38 ~ min bi 4 h 5 min e 4 h 38 mm 

ci 4 h 5 p| min e 4 h 38 ^ min d! 4 h 5 .1 min e 4 h 38 -j- min 

e) nenhuma das respostas anteriores 

^ ÍPUC-70) Sendo B um ângulo positivo, então (-j - u) pertence ao: 

aV 1? quadrante « 2 o quadrante 

ci 3 o quadrante ^ quadrante 

ei nenhuma dss alternativas anteriores, 

S (UDESC-74} Os arcos cujo cosseno ê \Í2 podem estar nos quadrantes, 

a) 1? e 4? bi 1? e 29 0 1? e 3? dt 2? e 3? 

e) nenhurna das opçoes ê correta, 

A ~ 1 

B ÍPUC-76! Todos os valores de x, da modo que a expressão sen S ~ —j- exista, 


a! -1 <x <1 
d) -1 < x ^■ 


bi -1 < x <0 
ei .d < x < i 


ci -1 ^ x ^ 2 
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TC>7 (MACK-73) 0 conjunto dos numeros reais a para os quais a equaçao sen x - e * a" 1 
tem solução real em x è : 

' r b! 0 cl {1.-1. 0> 

<JÍ {k?r I k inteiro} a) nenhuma das anteriores. 

TCjB (CESCEItô~77í Se x S Í7T; ) e cos x = 2k - 1; então, k vería no intervalo 

a) (~t; 0) b} [-1; 0) ^10; -~1 d) CO; lí e) (™;D 

TC.9 {PUC-75) O valor numérico da ex pressão: 

77 , 

v st cos 4x + sen 2x ■*■ tg 2x - sac 8x para x * y e: 
a) 2 b) 1 cl 3 d) 0 ej 4 


TC.10 (CESCEM-75Í O menor valor que assume a expressão Í6 - senx); para "x" va¬ 
riando de 0 o a é: 

aí 7 b) 6 5 d) 1 e) -1 

TC*11 ÍMACK-76) O valor máximo de y - 2 sen x + cos 2x h 0 ^ x < -y. é: 

a) 1,5 bí 2 c) 2,5 d) 3 eí ^ 

TC.12 (CESCEA-731 Assinale a afirmação verdadeira: 

a) Para todo a real, existe x real tal que tg x « a 
bí Existe x real tat que senx - a «=* a < t 
cl Existe x real tal que sec x * a ■<-- la I ^ 1 
d) não sei 

TC. 13 ÍCESCEM-72J Ds quadrantes onde estão os ângulos Ct 4 $ e 7 tais que: 

senúc<!o * cosdc^O 
cos0<O e tg $ Q 

sen7>0 e cotg 7 > 0 são respectiva mente: 

a) 3?, 29, 1? b) 2?, 1?, 3? c) 3?. 1?, 2? d) 1?, 29, 39 e) 39, 29, 29 


TC.14 (SANTA CASA-77) Se F(x) = cos x, então: 
a) Fí-J) < < FíVi) < F(1,5) 

b> F(1,5Í < Fí-|) < Fí^) < FN^S 

c) F(^) < Pisf~2) < F(1,6) < Fty) 

d) FK/2) < FC1.W < F(^) < F(i) 

í - 

eí Hj) < Fti.5) < < Fl-p) 
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TC.15 ÍCESCENí-70) Assínaiar a desigualdade verdadeira para todo x: 

a) icosxl + isenxl >1 •>! l<w* - w>«l <'«•*!- Uicl 

c) Itgxl > Icosx! “1 Itgxl > '«c* 

e) nenhuma das alternativas anteriores 

TC. 16 (CFSCEM-73Í Entre as afirmações abaixo, ama e apenas uma, é verdadeira. Assinale a. 

a) ■ O seno e o cosseno são funções tais que quando uma cresce a outra decresce 
* b) cosx-senx>0, para todo x real, pois cos x 2* sen x 

c) tg ™ é periódica de período 2». pois a tangente è uma função pwriódíca de 

* 4 

período ir . , _„a _ i _ 2 * 

d) 1 - 2 * senx • cosx>0. para todo x real, pois (senx-cosx! -1 

* sen x * cos x 

TC.17 (CESCEA-731 Sejam x e y dois números reais tais que 0 < x <y ^ Assinale 

a afirmação falsa: 

a) 2 ^ x <2*3* 

b) cos x *£ cos y 

e) sen x < sen y 
d) não sei. 

TC 18 ÍGV-70) A função Fíx) - sen x * 1^9^ x & 

l 

aí sempre negativa, pare 0 < x < ff 
bí sempre positiva, para 0<x<n 

c) positiva para 0 < x < 1 e negativa para 1 < * J * 

d) negativa pera 0 < x < 1 e positiva para 1 < x <. 7T 

e) positiva para 0 < x < ™ e negativa para f<* <íf 

. , - sen x - tg y * cos x, então: 

TC.19 (PO LI-68} Se x e y satisfazem 0 <.x<,y^ 2 e* y 

a) para cada y, í é uma função decrescente de x 

b) para cada x, * é uma função decrescente de y 

ç) i pode ser nulo 

d) z é sempre positivo 

e) nenhuma das anteriores 

TC20ÍCÉSCEM-73) Considere a saqüãncia de nCimeros reais que se obtém fazendo 

2 _^ _ _ n i 2 Podese afirmar que: 

„ & _ na expressão y # sen — r n - u, i, ryyo ** 

ti + 2nff 

a) a saqüéncia não é convergente ... I i 1 1 

bj o limite da sequência situa** no intervalo fechado H,1] 

c) WWQ è um termo da sequência 

d) a sequência converge pare *1 ou pera -1 
g) o Mmítfl da sequência è sero 


+<* t n 



TC,21 ÍFFCLUSF-69) A solução de sen 2 x + seq* x + x = 3 é: 

ff 

aí x s k — ík um inteiro qualquer} 
bí x ™ ktt \k um inteiro qualquer} 

c) x « "j + ktT jk um inteiro quaíquer} 

7T 

d) x - Í2k + 1) y Oc um inteiro qualquer} 

e) nenhuma des respostas anteriores ê verdadeira, 

?C,22 ÍCESCFM-73) Considere a equação trigonométrica sen x + sen 2x - 2, Então: 

a} existem soluções todas irracionais 

b) existem soluções todas racionais 

c) x - + 2kn ou 4- ktr; k £;z 

2 4 

d} não existe x que satisfaça a equação 
ej x - Ü 

TC.23 ÍCESGEA-72) Seja A C. 8 - jx CE |R I 0 ^ x ^ 2tr} o domínio da função f, dada 

., , 1 - sen 2 x _ ^ x , 

por: Mx) ^ —--, Então, A e igual a: 

1 ^ sen x y 

a} {x £ 8 I x iA | e x ¥= 0} 

b) {x € B ! x # íí) 

■ c) {x e B I X ^ H} 

d) {x e B i X = ~ } 

e} não sei 

TC-24 ÍGV-74) Seja n o numero de pontos do conjunto {x G íf? I Q < x < 2/r} nos quais 
tg x 

-não está definida, Então n é igual a: 

sen *tx 

^ 3 b) 4 c) 9 d) 11 eí 8 

TCJ25 tCESCEA-76) Assinalar a afirmação correta: 

a) a função tangente está definida para todo x real, é sempre crescente e tem 
período ír, 

b) a função cotangente está definida para todo x reaí, diferente de y + kJ? y com 

k inteiro, ê sempre crescente e tem perfodo ÍT, 

c) a função cossecante está definida para todo x real F diferente de ktf, com k intei¬ 
ro í? tem valores no intervalo |l, ■+«(, 

d) a função seno está definida para todo x real e ê sempre crescente, 

e) a função secante está definida para todo x real, diferente de y +■ kw f com 
k inteiio relativo e tem valoras no con}unto |—f» r -i] 1j [t, +«[, 
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TC,34 ÍSTACASA-73Í Em relação a função y - 2 sen x + 3 cos y pode^e afirmar; 

'TT 

al yfx) - y(x + 2ffi bí não é periódica ci í tal que yíx! - y(x + -jí 
d} é harmônica simples •> é wl ^ V {x! - yU + 4ff) 


7t 

TC.35 (CESCEA-74) O domínio, a imagem e o período da função fív) - tg íx - y) são, 
respect i va ment e: 

a! {x £ R i x # - ^ - kff, k S z}, H e ff 

b) {x € F ! x # | + 2kff, k 6Z}, R « 2ff 

c) {x £ IR I - < x < ™ }, IR e ff 

d) {x G R 1 <x < J), Re 2 ff 

eí não sei 


TC^5 ÍCESGEfrl-73í Uma reta peia origem, d© coeficiente angular negativo, tem três e somen¬ 
te três pontos em comum com o grafico da função y = sen x. A menor des três cor¬ 
respondentes abscissos; 


aí é um rrKdtipio de lí 
di está entre -27T e — 


b) está entre ♦y- e -lí 


ci é nula 
e) é positiva 


TC*37 ÍÍVIACK-74Í A tntersecção dos gráficos das funçdes seno e tangente para 0 x 7T 

lí 

a) é vazta b) contém um e um s6 ponto c) contém o ponto de abscissa y 

d) contêm mais de um ponto e) depende da escata usada 


TC.38 fCESCEA-75) Dadas as curvas y - x 2 e y » cosx, assinaiar dentre as afirmares 
abaixo, a verdadeira: 
aí eíes não se interceptam 

bl elas se interceptam numa infmktode d© pontos 

c) elas se interceptam em dois pontos 

d) eías se interceptam num único ponto 

©} alasse interceptam em três pontos 
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TC.39 (MACK-75Í O número de pontos de imersecçao dos gráficos das funções f e g dadas 
por: 

f{x) - “ Icosxl e gixí - cos íy + *) com -ir < x < tr, é: 

0 bM 0 2 d} 3 eí nnaior que 3 


TC.4Õ (FAAP-74) Para cada t € [0, n], A(t) = 1 - coe t, representa a área sob o gráfico 
de f íacima do eixo dos xi dada por fW) - sen x Wide figura 1). Baseado nisso. 


„ - _ í _ _ f í^:m a ^ óíua ti™ vi rrwn y (z í- — 1 Wide fioura 2) 
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TC.4S ICESCEM-76) Sabe-se que sen K = a^O a cosx^b^G. Logo, ta x + cotg x = 


B 2 + b 2 


s 2 + b 2 


TC46 íMACK“73í As raizes da equação 2x 2 - px - 1 - 0 soo sen # e cos 0 t sendo 
0 um numero real. 0 valor de p L 

a) zero bi 2 c) 4 d) 5 

ei nenhuma das respostas anteriores 

TC.47 OTA-711 Seja x Eü {G, — >. Üual afirmação abaixo é verdadeira? 

2 


a) 

sen x 

cos X 

+ 

cos x 

sen x 

<1 

b\ 

sen x 

cos X 

+ cos x 

sen x 

< 2 

ci 

sen x 

cos X 

+ 

cos x 

sen x 

>2 

d) 

sen x 

cos x 

cos x 

s_x 

- 2 


el nenhuma das respostas anteriores 

TC.48 {CESCEA-72Í Assinale a afirmação falsa: 
ai {x € IR I sen^x + cos^x = l} - B 

b) {x £ R I 3 * sen^tôx) -f 2 * cos^$3xi * 6} - 0 

d {x £ IR I sen^x + eos^x * t} - B 

d) {x €: R [ see^x tg 3 x + 1} = 0 

e) não sei 

2g 

TC.49 ÍCESCEM-70) Se 0 = í + 2k?r, k inteiro, então r ——- a é iguai a: 

2 1 - sen ü 

ai tg $ b) sen 0 * cos 0 c] 1 + cos 0 d) 1 + sen Ú 

eS nenhuma das respostas anteriores 


TC.50 ÍPUC-70) A expressão: Cos$ec * ~ * é identicamente igual a: 

sec x - cos x 

ai cotg^x bi sec^x d sen 2 x + oos x d> tg^x + sec x e| cossac^x 

4 A 

TC.61 ÍCESCEA-71) A expressão: 005 * “ é equivalente a: 

t - tg*x 

ei cos x + sen x bi cos x - sen x c! co$ 4 x d) sen 4 x e) não sei 


TC.52 ÍGV-75) A expressão 


_ sen + 1 4- cos x 

t +■ cos x sen x 


é igual a: 


ai ^ b) . c| sec x d) 2 cossec x ei 

cos x sen x 

TC,63 $CES€EA“73l As raízes da equação: x 3 - Í2 * ty alx - 1 - 0 são 
ai ig a t cossec a b) tg a ± cos a 
ci tg a t sec a d) não sei 


1 + sen x 
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TC.54 ÍITA-73LEliminando 0 nas equações: 


x * sen 0 + v * cos 0 ^ 2 + & + sen 0 

x * cos 0 ™ y + sen 6 * a * cos 0 r a 0 temos: 

2 2_ 

a) íx a- yi s - íx - yi 3 ^ 2aíx +■ y| 2 b) (x + y\ 2 + íx - y}^ - íx + y)a 
2 2 2 


'cj íx + y) 3 + íx - y} 3 = 2 b 3 
ei nenhuma das respostas Ulteriores 


d) impossível eliminar 0 


TC,55 (MACK-76) 0 valor de k, para o qual 

(oos x 4 sen k) 2 * k sen x cos x ™ 1 = 0 
é uma identidade, á: 


TC,56 ÍCESGRANRíO-76) Na figure o raio 
OA do círculo vale 6. O segmento 
GB vale 3 e o segmento CB ê per¬ 
pendicular a OA. A medida, em radia- 
nos, do ângulo 0 ê 


i ir , t n , n 
a) bi ™ c) 

3 6 4 


di | •( f 

9 8 



TC.57 fCESCEA”?S! Considere a figura ao 
lado; 


O comprimento do segmento MN é: 



a) \^2 ~ — bi V2 + -t- c) - V2 1- 1 di 1 - ^ ei VÍ - 1 

^ y/l ^ 


TC.58 (GV-741 A expressão V cos W +■ íoq 2 1 


, „ T£ , , 7 T 

ai 2 sen ™ b) cos ™ 

4 2 


2lt tem o mesmo valor numérico que: 
d) e) íog-2 


TCS9 ÍGV -72i Sabendo-se que x+y^ — e x-y™ -5-, então, sen x + sen y é igual a; 

3 2 


ei VÍ 


TC.60 ÍCESCEM-75Í 0 seno de um dos ângulos agudos de um losango ê igual a y portanto 
a tangante do melor ângulo interno è: 

>*-£ •>-# -'V «V 
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TC.61 ÍFAAP-75) Conhecida a fórmula: 

■j j 2 2 n senírixl * cos [ín t 1)x] 

Sím x + sen 2x + sen 3x 4- .. h 4 sen nx - - --__..— 

válida para todo x E !R tal que sen x & 0, então a soma 

sen 2 ™ + $en 2 — 4 sen 2 — + ... * sen 2 9 ^ vale: 

3 3 3 3 


TC.62 ICESCEM-74) Dado o angulo Ü ^ 1 782°, enteo: 

a) sen a- -sen 18°, cosa eo$ 13^, tga--tg18 

b) sen a ~ -sen 18°, cos a ^ -cos 18 , tg & ^ -tg 18 

c) sen a = sen 18 °, C 0 $ a = cos 18 , tg a - tg 18 

d) sen a - sen 18°, cosa - -cos 18 , tg a = t|^ 18 

í>) sen a - sen 18°, cos a - cos 18 , tg a - -tg 18 

3 ÍT 

TC.63 ÍEEI-66) Se cos x ^ — , então santx + —-) 6 igual a: 

5 2 

ai — b) - — ej - 4 - d) - ~- 

aí — 5 S 5 

e) nenhuma das respostas anteriores 

3tt 

TC.64 ÍMACK-76) Se x - — , o valor de 2 cos 7T senílT - x)$eni + x) é igual a: 

5 * 


i 2 ít ^ 2?r 

a) cos oJ - — 

5 5 

e) nenhum dos anteriores 


, 21T 

cí sen — 
& 


dl ™sen 


. cos(90° - t xl + cosi 180° ■■■ x) + cos(3 60° - x) + 3 co5(9 0.;;_x) 

TC.6S KW 7j«J se ^ t270 d + x} . sen (90° + x!'-co 5(9G° - x) + sen{360 c> + x) 

é igual a: 

a) cotg x b) -tg x c) -1 d) 1 

e) nenhuma das anteriores 

TC,86 IMACK-75) A soma dos 12 primeiros termos da série 
cosa, coída 4 tt), costa 4 2v) ... é: 
a) 6 cosa b) cosa c) 1 d) 0 e) - 

TC.67 tEFCLUSP-67) log tg 1° + log tg?” + log ty 3^ + .., + iofi tgS9 - 

si 0 b) 1 d 44 h 5 d) 89 

el nenhuma das respostas anteriores 


TC.G8 ÍPÜC-7?) Qual das funções abaixo, è função par? 

aí fíx) - — b) fíx) = x ei fixi - x S d) ffx) = - e) Hxt - senx 
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TC.69 jCESCEM-71) OÍ 2 emcxs que uma função real é par se f(x) - f(-xt e que « ímpar 
se ffxl ™ -t(™x). Das afirmativas que seguem indique qual a fatsa; 

al o produto de duas funções ímpares è uma função Impar 

b) o produto de duas funções pares é uma função par 

c) a soma de duas funções ímpares è uma função ímpar 

d) a soma de duas funções paras é uma função par 

e) alguma des afirmações anteriores é falsa 

tCESCEA-71) Em cada uma das questões de TC.70 a TC.74 è dado o grafico de uma 
função definida sm IR. Dadas as denominações: 

I — função ímpar; 

II — função não limitada; 

Hl — função periódica; 

IV — função par; 

V - função identidades 

Assinale: 

a) se as denominações l h II e Hl forem verdadeiras pare o gráfico da questão 
bl se as denominações Ml e IV forem verdadeiras para o gráfico da questaò 

c) se as denominações I, II e V forem verdadeiras para o gráfico da questão 

d) se as denominações II e IV forem verdadeiras para o gráfico da questão 
d não sei 
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TRANSFORMAÇÕES 


TC,75 ÍCÊSCEM-73) Sabe se que tg 75° = 2 + V 3 e íg $0 

/ ê: 

i 

aí 1 b! -VI ç) VÍ „ di 2 + Vi e} 2 - V3 

O 

?T 3T 

TC.78 ÍMACK-75) Se 0 < a < “^ * 0 < b < y então: 

^a) sen ía + b) <Ü sen a * sertb quaisquer que sejam a e b 

bí sen (a + b) > sen a * sen b quaisquer que sejam a e b 

c) sen ía * b) > sen a + sen b somente se a ?> b 

d) sen ía + b) < sen a + sen b somente se a < b 

e} nenhuma das anteriores 

TC.77 ÍPUC-71Í Para todo x reaí, sempie vale a relação: 

a) sen 3 x - cos 2 x - -1 b) 2 - sen x * cos x = sen 2x 

ç) íg x = / d) tg x - 1 + sec 2 x 

3 cos x ' 

. cos x 

e cotg x » - 

sen x 


•-VI O valor de tg 1 5 o 



TC.79 (FEI-67Í O menor período da função fíx) = sen x * cos x è\ 

v jt . x 3T 

a) 7 T b> 2 kre c) — d) — 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC.80 ÍMACK-771 Sejam as funções í\ e f 2 de domínio IR. definidas por 

fjíxl = sen x * cos x e f^txí - 3 sen x co$ x. 

Sendo t\ e \% os conjuntosdmagem de fj e f^, respectiva mente, tem-se que: 

a) È| 5 h b * h ^ ^ = Í2 

d} nenhuma das afirmações acima é coireta eí Não sei 

TCJ1 {GESCEM-78} Sabe-s* que sen2x = 2 senx cos x. Portanto, sen 4x « 

aí 4senxoo$x b) 4sen2xct>s2x c) 2 sen2x cos x 

d) 2 senxcos 2 x e) 2 sen 2 xcos 2 x 
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TCJ2 ÍGV-73Í Sendo x um arco de quarto quadrante e sendo sen x o valor 

de sen 4x é L . 

. V5 v5 _VI „ VI .VI 


TCJ3 ICESCEM-70) Se cos 2x = 2 * cos 2 x - 1 então o valor de cos4x é: 
a) 2 cos 4 x - 1 
b} Sfcos 4 x - cos 2 xí -f 1 
c) 4 cos 2 x - 1 
d} 4 co$ 4 x - 2 cos 2 x + 1 
e) nenhuma das alternativas anteriores 

TC.84 ÍCESCEA-77Í Sabendo $e que cos 2x = y, então o valor de tg 2 x é: 


TC.85 íGV-75) Sendo x um arco do piimeiio quadrante e sen x = a f a expressão: 
2 cos 2 x ■+' sen 2 2x é igual a: 

a) 2(1 - 2a 4 } _ bí -2(-1 + 2a 1 - 2a*) 

c} 2Í1 - 2a 2 > * 4a\/1 - a 2 d} 4Í1 ~ a 2 - a 4 ) 

e} nenhuma das anterioies 

3 4 

TCJÍ8 Sabendo que sena- — e cosa- então sen 2a + cos 2a é igual a: 


-s 


i UL 
@ 25 


TC.87 (CESCEM-77t Sajam f e 9 funções definidas por ffx) - cos 2x e g{x) = sen x - 1. 
Então, ffx) + gíx) é: 

aí -cos 2 x - 1 b) sen x Í 2 cos x +■ senx) - 1 c) -sen x 

dS sen^x e) 0 


TC &S (MACK-74Í O pei iodo da função f definida por ftx) = sen 4 x é: 


aí Vzn 


TCJ9 (MACK-74) O perfodo da função f í x> = sen 2 3x - cos 4x é: 


TC.90 (CESCEA-73S A expressãor x + 1 K é idêntica a: 


aí sec 2x 


b) tg 2 x 


c) tg 4x 


d) não sei 
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TC.91 ÍCESCísM-73} Saja fíx) - tg !x + -~"S * tg íx - podemos afirmar que: 
aí ffO! = -1 e fíj) - O 

bl qualquer que saja x, f{x} esta definida e vale “1 
cj se x - k7?, fíx} - e se x ^ kft, fíx) ^ -1 tk 
d) se x ^ 0, f{x) ™ “1 

&} fíx} ^ nos pomos onde a função estiver definida 

TC.92 ÍMACK™74} Se^ w = tg í* * cotg <X com 0 <C Oc <! -y- , então: 

a) w ^ 0,5 b) “1 ^ w ^ 1 c} w ^ 1,5 

d) O maior valor de w é 2 e) w 2 


TC,93 (EAESP~GV~77* Se 

, n - o* 

ai ■——- 
1 + t* 

dl 1 + 2% - X 2 


tg x = t, então, eos 2x * sen 2x 

, ! 1 - 2t - 

bJ — H — 

1 * t 2 

% 1 + 2t - i 2 

e} .% — 

1 + T* 


é equivalente a: 
c) 1 + t 2 


TC,94 ÍMAÇK-(59Í Outra forma para a expressão 


3 * sen 2x 
1 - cos 2x 


aí 


3 

cotg x 


fc>} cotg x 


cotg x cotg x 

1 ■+ cotg^ x 3 


e} 3 * cotg x 


TC .95 MTA-94Í [ 1 ~ * 3 * f 
1 1 + tq x J 


1 + sen 2x 


1 * 2 * sen 2x 
1 - sen 2x 


1 -+■ sen 2x 

C f—Jnlí 


^ 1 - sen 2x 
>'"*** 1 + sen 2x 


e) nenhuma das respostas anteriores 


TC,96 ÍMACK-76} Se tg x - m e tg 2x *= 3m, m > 0, o ângulo agudo x mede: 
a) 15° &} 60“ 

c} 45° d) 30° 

e) 22“30 f 


TC.97 UTA-77) Sajs D - {x €. ff ! x 4 1 !og n ~ 1, 2, 3, Com respeito é função 

, , sen f3í» x } cos Í3c*} 

f:D-HR, definida por nxi - - - podemos aftrmar que: 

sen e* cos e x 

a) fU) - 2 para todo x em D 

b) fíx} - 3 para todo x em D 

e) ftxj * (?■* para todo x em D 

d) Hxí não e constante em D 

e) nenhuma das anteriores 
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ç} 2 tg x 
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TCh 112 ÍPUC-75} sen Oi + 2 sen 2a + sen 3a é igual a; 


a) 2 * cos 2» * sen 2 

cí sen 2a * cos 2<X 
e) 3 sen 2 - cos 20f 


b) 4 * sen 2a * cos 2 — 
2 

d) 3 - sen 2a - cos 2a 


TCh 113 ÍITA-7Q! Seja P st san 2 ax - sen 2 bx, Temos, então que: 


s) P ™ sen ax * cos bx 


b) P - cosy x - tgbx 


c) P ^ 2 • sen (—)x * cos í - ^. rx 

d) P ^ sen ta + b)x * sen ia - b)x 
ej nenhuma é válida 

TC,114 ÍMACK-77) O menor valor que y pode assumir na jguaidade y st cos x * cos 2x 


ç) não sei 


TC,115 (MACKXM) Sendo sen x ™ sen y ^ 2 - sen * cos e lembrando que 

isen z\ < Izl; Icos t i < 1 e U - bl - lai * ibl; podemos afirmar que, para quai* 
quer números x & y reais: 

, i . 1 ix + v l ^ l„_„„„! ^ 


a) isen x - sen yi ^ ■’—^— 

c) Isen x * sen y l ^ - y ^ 

e} nenhuma das anteriores 


l$en x * sen y i 


dí Uen x “ sen y l ^ 2 lx 2 - y 2 1 


sen te ™ x) + sen Í2a - 3x) 

TC, 116 ÍGV-751 A expressão é ° m " mo qu “' 


a) *tg ia “ y xi 
d) cotg í — a ™ 2x) 


b) cotg ía “ ^ x) 
ei nenhuma das anteriores 


cí -tg ly a - 2xí 


TC.117 IMACK-74) Sendo u a unidade em radianos de um ànguio e v ^ - u r a expressão: 

sen u * cos u , , L _ . _ „ 

$ ... ■—í~—— -— em função de x «= cos v e. 

V 2 - sen m * cos u 


bS 2*3 + 1 c) 1 - X* 


2x 2 + 1 


1 tf S7r t 

TC,118 ÍPUC-75) cos ™ * cos — vale: 

a) - ^ fV 3 + 1 i b) - ■ 

O 

d) ^ (2v / 3 ~ 1) e) - - 

O 


d - 2 V 3 Í 


#u ..Vil 
8 
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TC.l19 (MACK-7^) Simplificando se: 4 * sen 0£ ■ sen f60 ü - Of) * sen f60° +■ Oi) obtém-se: 
a) sen ú: b| sen 30f e) sen 2Gí d) sen 50f e} sen 40: 

TC.120 (ITA-69) Para que valores de t o sistema 

íx^y = ÍT 

\sen x + sen y = log^o t 2 

admite solução: 

ai 0 < t < 10 bl 0 < t < 10 n d 0 < t < 1G 3 

dl 0.1 ^ 10 BÍ nenhum dos intervalos anteriores 

TC.121 ÍGV-75) O gráfico de y ^ sen x - cosx, para 0 < x ^ ir é: 
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TC423 ÍPUC-76) 0$ valores de x que satisfazem a equação cost3x - —) = 0 H são; 


ã) x 
ei x - 


7x 


k Z; 

k 

- 0/ 

+.1, ±2. 

30 


3 


7ir 


kl; 

k 

::: 0, 

±1. ±2. 

15 


3 



7ir 

* 

kl; 

k 

- o H 

±1. ±2, 

2 


4 


?7T 

■f- 

k — ; 

k 

= q h 

±1. ±2, 

5 


2 


71T 

■f 


k 

- 0, 

±1. ±2, 


... . X 1 , 

TC.124 (MACK-76) 0 menor valor positivo de x. para o qual 9 - — . è: 

“>1 •*? 

TC.l 25 ÍCESCÊM-73) Se o ponto íx 0 : y 0 ) pertence ao gráfico da função y = ig *. então 
uma condição necessária e suficiente para que o ponto ía; y^) também pertença a 
este gráfico é: 

al a - tg x 0 b * que ía “ múltiplo de fif 


di a ^ arctg x e 


e) ia - >íq) - 2k7T. k G 3?. 

TC. 126 (EESCUSP-6ÍSI As soluções da equação sen TTx - sen|. 7 t* (2* + 1}] são da forma'. 

a) x - i onde a é inteiro 

b) x - qualquer inteiro positivo 
cí x = y onde a é natural 

d) x « qualquer racional 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC. 127 (ITA-77I Resolvendo a equação tgí2logx - -2-J - tgílogx + ^1 ~ 0 temos: 

a) x +■ kTT; k = 0. 1. 2, ... 

3 

b) x « e ff/2±kir ; k - Q, 1 # 2 h ... 

c| \oq x - ± kíí; k - 0 H 1 H 2 h ... 

6 

d) x ,e^ 6±2kír ; k - 0, 1. 2. ... 
ei nenhuma das anteriores 

TC. 126 ICESGRANRiO-77) O número de raízes da equação oos x + sen x = 0 
no intervalo [ir, 3 tt) è\ 
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TC,129 ÍMACK-7S) Se t§4x + tg{2x ™ 1L) ^ 0 para G < x < ÍL h então x pode sor 
igual a; ^ ^ 


e) nenhuma das respostas anteriores 


TG,130 {CESCEA-70) Se a é a menor raiz positiva da equação ítg x - O • 14 ■ sen 2 x - 3) - 0 
então, o valor de sen 4 a ™ cos 2 a é 

at JL W\ _ 1. ^ 1 


cí 


e) »-L 
2 


TC,131 ÍCESCEA-75) A soma das raízes da equação 1 - 4 • cos 2 x - 0, compreendidas 
entre 0 e ÍT é; 


TCJ32 (ÇESGRANRIO-76Í No intervalo [o, 6íí] a equação trigonométrica 
COS 2x + 2 sen 2 x + 2 O 

a) possui uma infinidade de raízes bl possui exata mente duas raízes 

c) não possui raízes dl possui uma única raiz 

e) possui exatamente três raízes 

TC,133 ÍITA^69) A equação sen 2 ^ - cos ^ - a tem solução para valores particulares 
de a. Assinale o ^em que lhe parecer correto- 

ai 1 < a < 1 

4 

t>) -2 < a < — 


ti ™1 < a < i- 

0 ) 1 < a < | 

e) nenhuma das respostas anteriores 


TC. 134 {CESCEM™73} Os valores de x entre 0 e 2íT que satisfazem a equação; 
2 * sen 2 x * j sen x | - 1 =0 são; 

ai aqueles para os quais sen x ™ i ou sen x ™ 

b> X - JL; X , *5 ; X - 22 ; X - ü£ 

6 6 6 e 

c) x ÍT 

Eii * =■ ± ■— + 2kfr; k €Z 

• I X - JL; * „ f; x . 2S 

6 6 2 
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TCU35 ÍGV-7S) A solução da equação: 


625 “*^ 


1 para Q ^ x <£ «j* ê: 


ai x ss 0 


e) x = 0 ou x 


TC, 136 ÍGV-73) Dada s equação cos 2 x - 2 * sec 2 x - 1 H com 0 x ^ 7T, então 


ki 3# 
b) x ™ —- 


c) X = 0 


di não existe x que satisfaz a equação 
ei nenhuma das respostas anteriores 

TC. 137 ÍGV-75) 0 conjunto de todas as soluções da equação cos 2 x ■ tg x - sen x, è o 
conjunto dos números x tais que r x e igual a; 


ai 2k7T + 


b) 2k 7t 


di k7T + ^ 
2 


e) nenhuma das anteriores 


TC,138 ÍCE5CEM-731 Em função de um numero k inteiro relativo, todas as soluções da 
equação, 

COS 4 a + sen 4 Q£ ™ 2 * sen 2 Q: * cos 2 a - 1 

são dadas por; 


bl ü v. ktr cl ar 


d) a - — + kit e\ a = 2K7T 
2 


TC, 139 ÍCESCEM-72) A expressão; sen*x + cos^x - 1 - 3 * sen 2 x * cos 2 x 

a} é uma equação trigonométrica que só admite raízes no primeiro quadrante 

b) é uma equação trigonométrica que só admite um número finito de raízes 
cl é uma identidade trigonométrica 

dl é uma equação trigonométrica que só admite raízes positivas 
e) é uma equação trigonométrica que niò admite raízes 

TC, 140 OTA-71) Qual é o menor valor de x que verifica a equação tg x + 2 < eotg x = 3? 


7í 

b) para todo x 0 10, ^-1 

c) para nenhum valor de x 

d) para todo valor de y ^ n — onde n - 0 r ±1, &2 — 

e) apenas para x no terceiro quadrante 
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TC, 141 ÍMACK-77) Os dois ângulos agudos de um triângulo retângulo não ísósceles sao 
raives da equação (em x): 

3 tg x -4- k 2 cotg x :=i- 4k, 

Então; 

a) k - 1 b) k - —- cl k ^ VJ d} k * — eí Não sei 


TC* 142 ÍUNB-74) Se see 2 x + igx-7 rO e 0 < x < ± então; 


aí COS X 


^2 b) cos x = y^t ç| cos x st d) nenhuma das anteriores 

2 5 4 


TC*143 ÍCESCEA-71) O conjunto solução da equação 3 * tg 2 x +■ 5 = —■™— H no intervalo 

^ „ COS x 

fechado [--5-, |-] é; 


* H- f > 


M r TF Ti 1 

W -ê> 

e) não sei 


0 *} 
L 3 3 J 


TC,144 (PEI-73) A equação sen 2x = sen x T no intervalo - JL x jSJ tem; 

a) nenhuma solução b) 2 soluções c) 3 soluções dí 4 soluções e) 5 soluções 

TC, 145 (iTA“72) Assinale uma solução para a equação trigonométrica 
Vi * sen x * cos x Vi 

a) x - 2k7T JL 

6 

b) x - 2k7T + Í 

6 

cí x - 2k7T - — 

2 

d) x - 2kíF + -2. 

2 

eí nenhuma das respostas anteriores 


TC, 146 í I T A- 73) Seja a equação Oog^ m) - sen x ± cos x = log s m, Quais as condições 
sobre m para que a equação admita solução? 

aí m > 0 se x - Í2k + -1 ítt h m > 0 e m ^ 1 se x ^ Í2k?r + JL)7T 

2 2 

bí m ^ 0 se x ze Í2k + — |ír t m^Oem^e se x ^ Í2k + —)ír 

2 2 

c) m > e se x = (2k + ™)1T, m ^ 1 se x ^ |2k + ™)7T 

dí m > - — e m ^ 0 se x * Í2k + m ^ 0 se x ^ I2k + — >tt 

e 2 2 

e) nenhuma das respostas anteriores 
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TC, 147 (PUC-73) Se . ." ■■■■■ ^ ■■ * = 1 - sen 2x H então os valores de x são; 

1 + tg x 

a) kiT tk = 0, ±1 H ±2, ,„) bí2kTMk-0, ±1, ±2, ,J 

c) 2k:r + n (k = o, ±1 H ±2, ,*,1 dí 2tar - n ik = 0, ±1 H ±2 t . j 

(í) kíT + ^ ík = 0 H ±1, ±2 H ,,,) 

2 


TC,148 tMACK-74} fíx) ^ cos 2 fx - -I +■ cos^íx + é 

4 4 

a) Igual a 1 para todo x real; 

bí Igual a 1 exclusiva mente para x - ^ + k~~ H k sendo inteiro 
c} igual a 1 sd para x - 0 
dí periódica de período £- 
e) sempre diferente de 1 

TC,14S I POLÍ-*68} No intervalo 0 ^ x ^ 2tt o número de soluções da equação trigono¬ 
métrica cos 9 x + cos^x + co$ 7 x + + cos x + 1 = 0 

a) é zero 

b) é um 
cí é dois 
dí é quatro 

eí nenhuma das anteriores 

TC*15G ÍITA-711 A equação (senícosx)}- (coslcosx)} = 1 ê satisfeita para; 

aj x = -2L b! x = 0 

4 

d nenhum valor de x dí todos os valores de x 

eí todos os valores de x pertencentes ao terceiro quadrante 

TC,151 ÍGV-72) Sendo 0 < x 7T H a equação 2 íog sen x + log 2 « 0 tem por solução 

a} £. bí ™ — c) —, — dí -2k — e) nenhuma das anteriores 

4 3 3 6 6 4 4 


TD,162 jlTA-72) Quais condições devem satisfazer a e k para que a seguinte igualdade 
tenha sentido? 


log ísec eí = k 


a) - j < a < j, k > 0 

cí - j < a < k > 0 
eí nenhuma das respostas anteriores 


M - f < a < , k < 0 

d} 1L <a < k >0 


TC, 153 ÍMACK -77} O número de soluções reais da equação x 2 - x - cos x 0, 
-7T < x < ÍT é; 

a) 0 b) 1 d 2 d) 3 eí Não sei 
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TC. 154 {SANTA CASA-77) O menor va for de x que satisfaz à equação logx ^ cosx está 
entre: 

a) 0 a 1 b) 1 a 1,6 c) 1,6 e 2,4 d) 2,4 e 3,2 el 3,2 a 4,0 

TC,1S5 ÍITA-71Í Dada a equação logícos x) = tg x, as soluções desta equação em x 
satisfazem a relação: 

a} M < x < 2 bí 0 < x < —■ c)0<x<?r 

<j) - ™. < x < y e! nenhuma tias respostas anteriores 


TC.156 OTA-76) Resolvendo a equação 

3 sen 2 íe x ) - 2 VT * sen (e x l * cos te x l - 3 cos 2 te x ) - 0 
obtemos: 

ai s x = ktr ± j. k - 0, 1, 2 , 3, ... 

b! X . lo^i2kjr + y~t ff!, k = 0, 1, 2, ... 

c) e x m krr + -2-, k = 0, 1, 2. 3. ... 


d> x = lojíef -j” ir - ■”!, k = 1, 2, 3, ... 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TG,157 Í1TA-73) Seja a equação 3tg3x - [3{b^tl 2 - 4 log e t + 2]tgx, x sjfc nTf, Quais 
as condições sobre t para que a equação acima admita solução? 

1 2. 
â}0<^t<^™ ou e 3 <[t<^e ou t > e 3 
íl 

1 2 

b) < t < e 2 ou 0 «í t «í a 

1 2 - 

c) e 4 < t < e 2 ou ™ > t 

e 

dí t > 0 e t # 1 
e) nenhuma das anteriores 


FUNÇÕES CIRCULARES INVERSAS 

TC,158 {MACK 74) Sejam f, geh funções de A em A, onde assim de¬ 

finidas: 

f{x) * sen x; g{x) » sentfx; h{x) * y x. 

Podemos afirmar que: 

a) todas são inversívei* b) todas são sobrejatoras 

c) SÒ uma ê injetara d) só uma é sobrejetora 

e) só uma é injetora e sobrejetora 
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TC,15£ {MACK-73) O domínio da função definida por y = arc sen iv 2x * 3) é: 


a) (x £ IR I x ^ y } 

cí {* G IR 1 0 < x < 2} 

e) nenhuma das respostas anteriores 


b! {x € n I |- < x < 2} 

dl (x £ R I -2 ^x ^0 ou y < x < 4 } 


TC, 160 ÍMACK-77Í O valor de arcsen (cos — i 

5 


e) não sei 


TC. 161 {MACK-74) O valor de tg 2 {arc sen 


á: 


ai VI 


b! - V5 c) - VÍ 


3 


TC. 162 {PUC-711 Estando as determinações dos arcos compreendidas entre 0 e — f então 
o valor da expressão 

y * sen {arc sen —L™ -f arc cos —-—- } á: 

1 + a 2 1 + a 2 


TC.163 ílTA-72) Rara todo Ote/?; í£í<1, aexpresfcão tg {arc tgfli + arc sen £) é igual a: 
al V + y 1 -V bt a ~$ 

oj3 - VT- 0 5 a g + W - jS* 

c) . h. vTTjFia- 0 » 


ct0 y/0 2 - 1 - 1 

e) nenhuma des respostas anteriores 
TC. 164 {PUC-70) 2 arctg y + arctg y é igual: 


a/3 - 1 


2 3 2 4 

e) nenhuma das respostas anteriores 

* r tr ít i 

TC.165 ÍLiNS-67) Admitindo a variação de arcsen x no intervalo fechado L- y, y I a 
solução da equação arcsenx * 2 arcsen y é: 

a) x = «2 
bí x - 1 
d x-ir 

d) X * k^± — 

4 

e) nenhuma da$ respostas anteriores 
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TC. 166 (MACK-75Í O conjunto solução de arcsen 2x - 3 arcsenx “ 0 tem: 

aí Q elementos bí 1 elemento c) 2 elementos 

dl 3 elementos d) 4 elementos 

?C,167 (VALEPARAIBANA-72-SJC) Resolvendo a equação 

* t 1 + fc* \ A , 1 - e x , ff 
2 2 4 

obtemos: 

a) x ® 0 bí x - +1 c) x - ±2 dl x - ±3 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC.16S ÉMACK-76Í Sfendo Mxí - arc sen x e çfxí - 1 + cotg^x* o valor de (gQf) í i. ) 
é: 3 

aí H bí 1 e) ít d) 1 f?) 9 

9 9 9 

TCi.169 ÍÍTA-71) Consideremos a equação {log s (sen x)} 2 - log^ (sen x) -6 = 0 aísí 

solução (es) da equação acima é dada por: 

2 11 

aí X - arc sen(e ) e x - arc stm{3) bí x ^ arc sen í e x - arc sen i —) 

* iJ 

2 1 

c) x = arc tgíe í e x ^ arc co$(3) d) x - arcsení 4r í 

e 2 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC,170 ÍITA-75) Seja 5 = tog 3 hg Xj) + Íog 3 (tg x 3 í Hog^hg x 3 í + ,,. Onde 
x i^-j & x n + t - tg íVtgx"n) - n = 2, 3 r ... 

Nestas condições, podemos assegurar que: 

a) S- log 3 ítgx| + t$x 3 * tgx 3 + ...) b\ S * -1 cí S - 2 

d) $ = 1 e) nenhuma das anteriores 

oo 

TC, 171 (ITA-72) Consideremos a função $íxí ^ V [sen x} n , onde 0 <x < — t Pa- 

^.y 2 

n “ 1 

ra que valores de x temos 10 Síxí ^ 20? 

I 9 ^ 19 

aí arc sen — ^ x ^ arc sen — 

10 20 

bí arc sen — ^ x ^ arc sen — 

9 19 

e) arc sen — < x < arc sen — 

11 21 

dí arc sen <x < arc sen 

2 2 
e) nenhuma das respostas anteriores 
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INEQUAÇÕES 



TC.173 (CESCEM-72) Considere a desigualdade sen x + sen 2 x > 0; pode-se afirmar que: 
a) só está satisfeita para x no primeiro quadrante 
bí só está satisfeita para x entre 0 e n 

cí a desigualdade que se obtém substituindo-se x por ~x e equivalente à desigual 
da de dada 

dí os vaiores de x que a satisfazem sãb precisa mente aqueles para os quais sen x 0 
e) existe x no terceiro quadrante que satisfaz a desigualdade 

TC,174 (CESCEA-71) A solução da inequação sen 2 x < 2senx, no intervalo fechado 
[D, 27 t] é: 

aí 0 x ^ 2ff bí 7í ^ x ‘C cl 0 <![ x ^ ir 

d) e) não sei 

TC175 ÍGV-72) A solução da inequação \Í2 * cos 2 x > cos x no intervalo [0, 1 t] ê: 

al 0 <j<^ ou |<x<ir b)0<x<-you— <x<fl! 

c! 0 < x < -^- ou -? < x < ;r d! -j- < x < — 

8 3 4 3 

e} nenhuma das anteriores 


TC,176 íMACK-75) Para 0 ^ x 2ff, o conjunto-solução de (sen x + cos x) 2 > 1 é: 
a) {x € |R 1 o < x < j} 

bí {x G R 1 Q < * < J- ou ír < x < Ç } 

c) {* £ R I Ç < x < ir ou Ç < x < 2ir} 

ú) {x £ R I ■— <C x < 2ff} 

e) 0 
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TC,177 íiTA-76) A inequação 4 sen 2 x - 2(1 + Víi sen x + Ví < 0 tem uma solução x, 
tal que: 

al 45° < x < 60° b) 0 o < x < 30° cl 35° < x < 4$° 

d) 6Ü Ü x <C 75° e) nenhuma das respostas anteriores 

TC, 178 (MACK-73) Se O^Üí^sJT e, para todo x rea!, x 2 + x + tg Ots* então: 


a) 0 <«< ■ 


b) "”-<<*< y 


C) f <<*<f 


d) & = 


e) não existe Af nestas condições 


TC,179 ÍCESCEA-71) A solução da inequação sen 2x * ísec 2 x - -yl ^ 0, no intervalo 
fechado [0, 2tr] é: 

sl y x 7T ou “^x^2íT 

bl G < x < y ou — 

c) -^^x<Í7r ou ^ ^ x 2% 

dl y x ^ Tí ou y <C x ^ 2iT 

el não sei 

TCJ80 iCESCEA-75) Os valores de x € )0, ir[ para os quais 

(1 + sen x) * ti - cós xl M| - xl < 0 sãò tais que; 

a) -r < x < —- 

4 4 

b) x ^ y 

Cl y < X < n 

jj. j- 7T 

d) o < X < TT 


e) 0 < x < n 


TC, 181 íMACK-73) Os pontos da circunferência trigonométrica, correspondentes às soiuções 
do sistema; 

fsen 2x > 0 
\cotg x < 0 

a) estão todos no primeiro quadrante 

b) estão todos no segundo quadrante 

c) estão todos no terceiro quadrante 

d) estão todos oo quarto quadrante 

e) nao existem 
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TC, 182 tS. CARLGS“881 A inequação Icos x 1 ^ sen x, 0 <£ x 2tr è vãiida se e somente se: 
a) Q x y bl 0 ^ x ^ 21* 

Cl0<x<4 <* ~ <*< 2 n d)~<x<-|ff 

4 4 *r £ 

ç) 0 ^ x ^ -g- 


TC.183 (MAUÁ-89) Todos os arcos entre 0 e 2 tt radianos que satisfazem à desigualdade 
cos x + Ví * sen x > s/l estão compreendidos entre: 

ti lii rt ln 

al — e — radianos b) y e -y radianos 


dl nenhuma das respostas anteriores 


7T 

TC,184 ilTA-71) Seja n um número inteiro n > 1 e x G ÍG, y), Qual afirmação abaixo é 
sempre verdadeira? 

a) (1 - sen x) n ^ 1 - n ' sen x 

b) Í1 - sen xP > 1 - n * sen x, para apenas n par 

c} U - sen x)ft K 1 - n * sen x 

d) (1 - sen x)tt ^ 1 * n * COS x 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC,185 ÍGV-75I Para que y = log Í1 - sen 2 x) tenha valores reais, devemos ter, pare k inteiro: 

, / ff 

a} x ^ y + k?T 

bl Í2k - m<x <2k7T 


cl 2k1T < x < Í2k + Dir 


dl X ifc y + 2kTT 
a) kir x ík + 1 )ff 


TC,186 ÍMACK-74Í Sendo sen x - sen y 

l$en zl ^ \t\, Icos tl í 1 e U 
quaisquer números x e y reais: 


a) 

b) 


Isen x - sen yl ^ 
lsen x - sen y í ^ 



2 x “ ^ cos *.^ ■■■■■ ^ e lembrando que 

b't = lyl * Ibl, podemos afirmar que, para 


c) Isen x - sen yl ^ U - yl 

dl lsen x - sen yl ^ 2Íx 2 - y 2 l 

e) nenhuma das afirmações acima é verttedeira 
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TC,187 {ITA-76) A respeito do produto 

P - t$en (bx) ■+■ co&secibxíí íeos ibx) + sec íbxi) ítg íbxí + cotg tbxí) 
podemos afirmar que; 

3 } P é positivo, pare lodo x re&t e b 0 

bí P pode ser negativo ou positivo, dependendo da escofhs de x e b em \R 

c) Fé negativo para x =» kit e b 0 ou P é positivo para x - k?r e b ^ Ü, quam 
do k * 1, 2, ... 

k 

d) P é positivo, quando bx — ít, para todo k - 0, +1, ±2, ... 

e) nenhuma das respostas anteriores 

TC,188 {ÍTA-68) Seja y = a lo 9 *9 * ram 0 < a 1, onde log u indica o logaritmo ne- 
periano de u. Então, log y ^ 0 se: 

a) ^ <C x ^ ?r e ™-<^x^27r 

LV ^ ^ ir - 

bí 0 ^ x n ^ e vr ^ x ^ "" 2 ™ 

, ^ ^ rt ~ ^ 5tt 

c} 0 < x ^ — e íi s x ^ 'T" 

4 4 

d D ^ x ^ 7 - e 7T ^ x ^ ■■■— 

4 4 

, ^ ^ - 371 

ei 0 x — 

TRIÂNGULOS 



TC,19(MCE$CEM-751 Considerando o triângulo retângulo ABC, abaixo, com as seguintes 
dimensões: 
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TC, 192 ÍMACK-77) Na figura ao lado, AB vale: 

a) 60 
bí 65 

c) 70 

d) 75 

eí nãoset 



T€,193 IEPUSF-66Í AB é a hipotenusa de um triângulo retângulo ABC. A mediartâ 
A D mede 7 e a mediana BE mede 4, 0 comprimento AB é igual a; 

3 ) 2 V"l3 b) St/2" c} 5 VÍ di 10 
e) nenhuma das respostas anteriores 


TC.194 (GV-70Í No triângulo ABC ao lado sabemos que 


A » 90 
B - 60° 

A8 - 50 cm 



então o segmento AC mede 

u» so Vi , 


aí 25 cm 


cm c) 100 cm 
3 


, rz y 50 v^2 
d) 50 V 3 cm e) —-— cm 


TC.195 tC£SCEM-76} Uma pessoa de 1,7Üm 
de altura observa o topo de uma árvore 
sob um ângulo Cl Desepando-se tonhS’ 
cer, aproximadamente, a altura da árvo¬ 
re, dev^se somar 1,70 m com 

al b tgüt 

bí a tga 0 

c) b coso; ^__ 

d> a oosür — — — - 

eí b sin0 
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TCM96 ÍCESCEA-76) Na figura abaixo 



bi h s 
cí h * 
dí h = 


d 

tg a ~ tg 0 

____d__ 

COtg CL - Cotg ^ 

d 

tg& + tg 


ootg a + tg $ 



TC. 198 íCESCEM“72í Num triângulo retângulo em que um cateto vale 1 e o outro vaie 
tg *p a hipotenusa vale: 

a) Isec y?l bi sec c) cos \p dí sen <p e} cossec íf 


TC. 199 (GV-73Í Considere o triângulo retângu¬ 
lo e indique por S a sua área. Assinale 
a afirmação verdadeira 

ai tg C ss — 
c 

A 

bi c a a sen B 
ci S “■ b 2 tg C 

d ) s - ai, ” n2S 

4 

a h 

e) cos B ^ ™ 

c 
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TC. 200 MT A* 75) Se, na figura abaixo , c á uma circunferência de raio R, r * s são reta* 
tangentes h circunferência e OT ** 2R, então o ângulo Oc das retas r e * deve verificar 
uma das alternativas seguintes: 

4 3 \ 

a) sen 0: ^ — e cos Oc “ — 

5 5 

4 3 

bi cos 0! =« — e sen Qc - — \ 

5 5 

ci sen OL = e cos QL & — Cf 1 

2 2 1 I \ 

x Vz 1 \ R / 

d) cosOf » —— e sen Oc - —- \ / 

2 2 -t/ « /\ 

e) nenhuma das respostas anteriores ..-““ X 


TC.201 (SANTA CASA“73Í Em relação ao ângulo central Gí, pode-se dizer que: 


aj sen Qt ^ -f- 
8 

3 

bi sen a h — 


c) sen a ^ 


eí sen a ^ 



TC. 202 (MAUÂ-68Í Num triângulo ABC cu|os ângulos são designado* por A, 8 e C T 
sup5e-$e que 2 * tg £ - tg B -f- tg 6 e 0 < A < ■ Naijse triângulo vale a rela- 


aí tg B * tg C ss 3 


cí cos {B ~ C) « 2 sec * A 


bí cos (8 * CÍ a 2 ■ cos A 
d) tQB-tBÊ- V? 


TC,203 íiTA“77i Considere um triângulo ABC cujos ângulos internos A, B e C verificam 
a relaçao sen A ^ tg — . Então podemos afirmar quei 

aí com os dados do problema, não podemos determinar A nem B « nem C 

b) um desses ângulos è reto 

cí Â - ~ e B + C = ^ 

6 6 

dt Ã- X, g. 1, c » 51 

3 4 12 

ei nenhuma das anteriores 


TC.204 (GV-73Í F.m um triângulo ABC os ângulos A e 8 medem, respeclâvamente, 
6t>° a 45°; o lado BC mede sVefcm Então, a medida do íado AC 6. 

a) 18 cm b) 5 VÍ3cm c! 12em d) 9 cm et 10cm 
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TC»205 ílTA"*73) Um navio, navegando em linha reta, passa sucessiva mente pelos pontos 
Ai B, C, O comandante quando o navio está em A f observa ym faro! L, e calcula 
o angulo LAC ™ 30 , Apôs navegar 4 militas até B f veiifica o ângulo LBC ^ 75°. 
Quantas milhas separa o farol do ponto B? 

aí 4 b} 2 VÍ c) ™ d) ^ 

3 2 

eí nenhuma das anteriores 


TC, 206 (MACK-76Í Na figura ao lado^ ACi CB 
e AD 1 DC: míDAC) *jn(ABC) - 0 e 
AB “■ a. O vai oi de A D, em função 
da a e de 0 t é: 


a) 1 a sen 2$ bí 2 a sen 20 

1 S 

c) ™ a sen $ d} a sen — 

* 2 

e! 2 a sení? 



TC207 {ITA-74) Deseja-se construir uma ferrovia ligando o ponto A ao ponto B que 
está 40 V 2 Km a sudeste de A, Um lago, na planfde onde estão A e 8 impede 
a construção em linha reta. Para contornar o lago, a estrada será construída em 2 
trechos retos com o vértice no ponto C, que está 36 Km a leste e 27 Km ao sul 
de A O comprimento do trecho CB é: 


a) Vl82Km bí VÜ3 Ksi 


c! Vt84 Kn 


d! V 18b t 


e} nenhuma das respostas anteriores 


TC, 208 (EPUSP-66) Os lados de um triângulo estão na razão 6;8:9. Então: 

a) o triângulo é obtusângulo bí o triângulo é acutangulo 

d os ângulos estão na razão 6:8,9 

d) o ângulo oposto ao lado maior é o dobro do ângulo oposto ao lado menor 

e) nenhuma das anteriores 


TC.209 ÍFFCLUSP-67Í Dados os segmentos AC e BC eumángulo 8, é possível construir-se 
um triângulo que tenha AC e BC como lados e B como ângulo não adjacente a 
AC e BC quando: 

a) AC > BC b) B < ™ d AC < BC d) AC ^ — BC 

2 2 
e) nenhuma das respostas anteriores 

TG.21Q ÍITA-75) Num triângulo escaleno ABC, os lados opostos aos ângulos Â, B, C 
me dam respectiva men te a, b, o Então a expressa»: 

a * seníB - Cl + b * $í?n{C - A) + c - seníÃ ~ B) 

tem valor que satisfaz uma das seguintes alternativas: 

a) a ■ sen A + b * sen S + c * sen 6 b) sen a Â +■ sen^B + sen 2 C 

B d) 1 el nenhuma das lespostas anteiiores 
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TC,211 (GV-75) O lado do octógono regular inscrito num círculo de raio unitário é: 



V2 - \p2. Pode-se concluir que cos ™ vale: 

8 

b) 2 + V2 cl 2 - \Í2 d! V2 ~ 1 



TC212 ÍMACK-74) A base de um retângulo AD que é três vezes maior que sua altura 
AB, é subdividida paios pontos M e N em três partes de igual medida. Nessas con¬ 
dições AM8 + ANb * AD0 é igual a: 

a) 120° bí 90° c! 85° d) 135* eí 75° 

TC213 ÍITA-75J Seja ABCD um quadrilátero convexo inscrito em uma circunferência. 

Sabe-se que A =* 2C H B^D e tg B * tg D + sen A * sen C ^ . 

4 

Neste caso, os valores de A, B, C, D são, respectivamente, 

a) 150°, 45 Q , 75°, 30° bí 99*, 120°, 45°, 60° 

c! 120°, 160°, 80°, 30° d) 120°, 120°, 60°, 60° 

e) nenhuma das anteriores 


TC,214 ÍÍTA-77) Sejam A, Bs C três pontos distintos de uma reta, com B entre A e C. 
Sejam a e b {$ 2b) os comprimentos de AB e BC respectivamente. Se o segmento 

BD é perpendicular ao segmento AC, quanto deve medir BD, para que o angulo 
Btfc seja a metade de BDA? 



bí x 


ab 

Vb!a - 2 bl 




e) nenhuma das anteriores 


TC,21S (ITA-77Í Sejam d e L respectivamen* 
te os comprimentos da diagonal BD e 
do lado BC do paralelogramo ABCD 
ao lado. Conhecendo-se os ângulos 0:e j? 
(ver figura), o comprimento x do lado 
ÂB é dado por: 



d cosOt 
cos to + 0) 


dl x 


L cos Qi 
sen (a + fà 


bí x 


d sen QE 
sen íüt * 0) 


c) x = 


t sen a 
cos to + 01 


e) nenhuma das anteiiores ■ 
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p rçpnçTJ ç 

iiJüJl l/U 1 jTJ I kJ 


\ 


TC.1 a 

TC. 44 a 

TC.2 c 

TC. 45 d 

TC.3 b 

TC. 48 a 

TC . 4 a 

TC.47 c 

TC.5 e 

TC.48 c 

TC.6 c 

TC.49 d 

TC.7 b 

TC.50 a 

TC.8 c 

TC.51 c 

TC.9 d 

TC.52 d 

TC. 10 c 

TC.53 e 

TC.11 a 

TC.54 e 

TC.12 a 

TC.55 b 

TC.13 a 

TC.56 a 

TC.14 c 

TC .87 a 

TC.l5a 

TC. 58 a 

TC.16 d 

TC.59 a 

TC.17 b 

TC.60 c 

TC. 18 c 

TC.61 e 

TC. 19 b 

TC.62 a 

TC .20 a 

TC.63 a- 

TC.21 é 

TC.64 c 

TC.22 d 

TC .65 b 

TC.23 c 

TC.66 d 

TC. 24 c 

TC.67 a 

TC.25 e 

TC.68 a 

TC. 26 b 

TC.69 a 

TC. 27 a 

TC.70 d 

TC. 28 b 

TC.71 a 

TC.29 c 

TC.72 c 

TC.30 c 

TC.73 d 

TC.31 e 

TC.74 b 

TC.32 d 

TC.75 a 

TC.33 d 

TC.76 a 

.JC.34e 

TC.77 b 

TC.35 a 

TC.78 a 

TC.36 b 

TC.79 a 

TC.37 a 

TC.80 a 

TC.38 c 

TC.81 a 

TC.39 c 

TC.82 a 

TC.40 a 

TC. 83 b 

TC.41 d 

TC.84 a 

TC.42 d 

TC.85 a 

TC.43 a 

TC.85 b 


TC.87 c 

TC. 130 c 

TC .88 a 

TC. 131 b 

TC.89 b 

TC. 132 c 

TC.90 b 

TC.133 c 

TC.91 a 

TC.134 b 

TC.92 e 

TC.135 d 

TC.93 e 

TC.136 d 

TC .94 a 

TC.137 c 

TC.95 d 

TC.138 b 

TC .96 d 

TC.139 c 

TC.97 a 

TC.140 c 

TC .98 d 

TC.141 c 

TC.99 c 

TC.142 b 

TC. 100 b 

TC. 143 c 

TC. 101 a 

TC. 144 d 

TC. 102 a 

TC. 145 b 

TC. 103 d 

TC.146 e 

TC.104 d 

TC. 147 a 

TC. 105 b 

TC-148 a 

TC. 106 a 

TC. 149 b 

TC. 107 e 

TC. 150 c 

TC. 108 e 

TC. 151 d 

TC. 109 c 

TC. 152 e 

TC. 110 a 

TC. 153 c 

TC.111 d 

TC. 154 b 

TC. 112 b 

TC. 155 a 

TC.113 d 

TC. 156 d 

TC.114d 

TC. 157 a 

TC.115 c 

TC.158 e 

TC.116 a 

TC. 159 b 

TC. 117 d 

TC. 160 b 

TC.118 a 

TC. 161 b 

TC.119 b 

TC. 162 b 

TC.120 d 

TC. 163 a 

TC.121 d 

TC. 164 d 

TC. 122 a 

TC. 165 e 

TC. 123 a 

TC. 166 d 

TC.124 c 

TC. 167 a 

TC. 125 b 

TC. 188 a 

TC. 126 a 

TC. 169 d 

TC. 127 b 

TC. 170 d 

TC.128 a 

TC.171 c 

TC. 129 o 

TC.172 b 


TC* 173 d 
TC. 174 c 
TC. 175 a 
TC. 178 b 
TC. 177 c 
TC. 178 b 
TC.179 b 
TC.180 c 
TC.181 e 
TC. 182 c 
TC. 183 a 
TC .184 a 
TC. 185 a 
TC. 186 c 
TC.187 d 
TC.188 c 
TC.189 c 
TC. 190 d 
TC.191 a 
TC. 192 d 
TC. 193 a 
TC. 194 d 
TC-195 a 
TC.196C 
TC.197 c 
TC. 198 a 
TC. 199 d 
TC.200 a 
TC. 201 d 
TC.202 a 
TC.203 b 
TC. 204 a 
TC.208 b 
TC.209 a 
TC.207 d 
TC.209 b 
TC.209 a 
TC.210 c 
TC.211 e 
TC.212 b 
TC.213 d 
TC.214 d 
TC.215 b 
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